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Sur Fentrelacement dWe fonction par rapport 

ä une autre. 

(Par M. J. J. Sylvester ä Baltimore.) 



Öoient f(l) et <p(l) deux fonctions rationnelles et enti&res de l. 
D&ignons par i = A les racines reelles de l'£quation f(l) = et par i = B 
les racines reelles de l'^quation q> (1) = , et concevons que ces racines 
soient repr£sent6es par des points situ£s sur Taxe r£el du plan. Les ra- 
cines A et les racines B se suivront sur cet axe d'one mantöre quelconque. 
Snpposons que tontes les fois qn'un nombre pair de points A forment une 
suite non interrompne par des points B on snpprime ces points A, et qne 
tontes les fois qn'nn nombre pair de points B forme une snite non inter- 
rompne par des points A on snpprime ces points B, de sorte qn'ä la fin 
de ces snppressions on arrive k nne snite alternative de points A et de 
points B, c. ä. d. k nne snite finale dans laqnelle on ne trouve ni nn A 
suivi d'un i, ni nn ß snivi d'nn B. Cela pos£, le nombre des points 
A qni restent dans la snite finale sera ce qne Ton pent nommer l'indice 
de l'entrelacement effectif des racines de l^quation /*=0 par rapport anx 
racines de Fequation y = 0, mais qne ponr plns de bri&vet£ je nommerai 
plutöt Fentrelacement de f par <p *). 

Constrnisons la conrbe y = f(x) et la conrbe y = <p (x) et snpposons 
qne cbacnne de ces conrbes soit repr6sent£e par nn fil flexible infiniment 
mince et fix£ en denx points assez £loign£s de Taxe des x. D£signons les 
denx conrbes par f et par <p, et snpposons qne dans les points de rencontre 
des deux conrbes sitnäs an nord de Taxe des x la conrbe f passe au-dessns 
de la conrbe (f, qu'au contraire dans les points de rencontre situ£s an midi 
de Taxe des x la conrbe <p passe an-dessns de la conrbe f. Cela pos£, si 
deux points de rencontre cons£cutifs se tronvent tons les denx du meme cöt6 



*) De meme que je viens de däfinir Fentrelacement total de f par <p, de meme 
on pourra dgfinir l'entrelacement de f par <f entre les deux limites p et q en se bor- 
nant aux racines reelles A et B aituöes entre les deux limites X =p et X = q. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVHI. Heft 1. 1 
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» 

de Taxe des x, ils ne contribuent point au nombre que je viens de nommer 
l'entrelacement de f par <p> et Ton peut öter ces deux points par une flexion 
convenable de Tune des deux courbes. Cette construction donne donc une 
signification g6om&rique et intuitive au nombre que j'ai d£fini comme 
Tentrelacement de f par tp. En elf et, si / est d'ordre pair ou si f et (p 
sont tous les deux d'ordre impair, ce nombre est en meme temps le nombre 
des intersections permanentes des deux courbes / et tp. Si f est d'ordre 
impair et (p d'ordre pair, il faut selon les circonstances augmenter ou dimi- 
nuer d'une unit6 le nombre des intersections permanentes des deux courbes 
pour obtenir le nombre analytique defini comme Tentrelacement de f par (p, 
ce que j'exposerai plus amplement dans la suite. 

Pour donner plus de pr£cision k la construction expliqu^e ci-dessus 
on peut faire l'hypoth&se que dans toute l'&endue de Taxe des x les deux 
parties du plan des xy soient s£par£es par une fente (d£sign£e dor^navant 
sous le nom de fente de X), que des fils flexibles ou rubans repr£- 
sentant les courbes f et tp soient assujettis k passer par cette fente toutes 
les fois qu'ils traversent Taxe des x et que le fil ou ruban <p soit colle 
aux deux faces du plan des xy. De cette hypoth&se on tire comme con- 
s£quence que / se trouve au-dessus de <p pour des y positifs et au-dessous 
de (p pour des y n£gatifs comme on a suppos£ ant&ieurement. 

Dans le cas oh la fonction / est d'ordre impair et oü la fonction 
(p est d'ordre pair on a däjk avanc£ que le nombre des intersections per- 
manentes difföre d'une unit£ positive ou negative de l'entrelacement de f 
par (p. Pour d^cider de cette ambigul'tä, changeons d'abord, s'il est n£- 
cessaire, les signes des fonctions f et (p, ce qui est permis dans cette re- 
cherche, de sorte qu'apr&s le changement de signe dans l'une comme dans 
l'autre des deux fonctions la plus baute puissance de x se trouve multipli^e 
par un coefficient positif. Poursuivons le cours des deux courbes f et </> 
en marchant du c6t£ positif de Taxe des x vers le c6t£ n£gatif et d&ignons 
sous le nom de noeud (knot en anglais) les intersections permanentes des 
deux courbes en nous rappelant que le nombre total de toutes leurs inter- 
sections est pair. Cela pos£, si le premier noeud pr£c£de le premier passage 
des deux courbes par la fente de X ou ce qui est la meme chose, si le 
dernier noeud suit le dernier passage, le nombre des noeuds diminue d'une 
unit£ est £gal k l'entrelacement de f par <p 9 dans le cas contraire le nombre 
des noeuds augmente d'une unit£ est £gal k Tentrelacement de f par tp. II 
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y a an criterium (physique) auquel on peut räduire la distinction des deux 
cas dont il s'agit. Imaginons que Ton r£unit le bout positif de f (ruban 
libre) au meme bout de <p (ruban coll6 au plan). De cette manföre on 
formera une aire (loop) comprise entre les parties extremes positives des 
deux courbes. Dana le premier cas discute ci-dessus ce loop est transitoire 
et peut 6tre supprim£ par une d£formation convenable de f. Dans le cas 
contraire il est impossible de supprimer le loop sans rupture des rubans 
r£unis. Cela pos£, l'entrelacement analytique de f par <p est £gal au nombre 
des noeuds qui se trouvent dans les deux rubans rlunis, si Ton fait la Con- 
vention de ne compter du tout le loop quand il est transitoire , mais de le 
compter comme äquivalent k deux noeuds quand il est permanent. 

Baltimore, d^cembre 1878. 



Preuve instantanöe d'aprfcs la möthode de Fourier, 
de la r6alit6 des racines de l^quation söculaire. 

(Par M. J. J. Syltester ä Baltimore.) 



Öoit M un carr£ de tennes dont le d&erminant est J, m un carr£ 
mineur quelconque de M compos£ des &£ments 

A. A,^ . . . »\,t> 

lh,i f 1 • • • t l h.e> 

• • 

et considerons les coefficients differentiels de J pris par rapport k chacun 
des e 7 £16ments qui se trouvent dans le carr£ £crit ci-dessus; d'apr&s un 
th£or&ne connu 011 sait que le d£terminant de Vordre e, form£ de tous ces 
coefficients differentiels, est 6gal k 

j-* *Ä 

dkdfjt...dg 

Soient l 9 ,t#, . . . q des 61£ments qui se trouvent dans la diagonale de M, 
et supposons que M soit sym&rique par rapport k cette diagonale, faisons de 

plus € = 2, le th£or£me £nonc£ ci-dessus se change en la fonnule £l£mentaire 

d*J _ dJ da / dJ \ a 
dkdfi ~" dl dp \<M M '' 

oü le carrä qui forme le dernier terme de la seconde partie de l'äquation, 

est £crit au Heu du produit des deux expressions -g — , -7 — devenues 

Egales en vertu de la sym&rie des el^ments compris dans M. 

De cette £quation on tire les deux conclusions suivantes: 

(0.) Quand J = 0, -g- et —r- ont le m&me signe. 

(y.) Quand -y- = 0, J et ... ont des signes contraires. 

Supposons k präsent que a, ß, ... q soient tous les £l£ments compris 
dans la diagonale de M, que a, ß 9 . . . p soient remplacäs par a + x, 
ß+x, ... (f+x et que D soit la valeur correspondante du d&erminant J. 
Cela pos£, si r est une valeur de x pour laquelle D = 0, toutes les expressions 

dD dD dD . , AD dD x dD x t dD . , 

*p ^> ■•• "*" et P" cons ^ uent ib =Är+-J5r + -"+ ^r auront le 

m£me signe en vertu de {0.). 
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Soit de plus h une quantit£ positive infiniment petite, la valeur de 
D pour x = r+h aura le meme signe que -j- et la valeur de D pour 
a? = r — A aura le signe contraire. Formons la suite 

D dD d*D d*D 



da ' dßda ' # ' # dg.. .dßda 

n d&ignant Vordre du d&erminant D, et faisons crottre la variable x depuis une 

limite inf&rieure quelconque en la faisant passer par toutes les valeurs succes- 

sives jusqu'k une limite sup&ieure quelconque. Toutes les fois que x passe par 

la valeur d'une racine r de Z)=0, il y aura apr&s le passage une permanence 

de signe de plus dans la suite 6crite ci-dessus qu'il n'y en avait avant; 

si au contraire x passe par une valeur pour laquelle D ne s'^vanouit point, il y aura 

avant et apr&s le passage le meme nombre de permanences. En effet pre- 

nons dans la suite dont il s'agit trois termes cons£cutifs quelconques p. e. 

d'D d % D d A D 

dßda' dydßda 1 dddydßda 

et soit 

dßda ' 

en vertu de (y.) les deux expressions D' et ,~ , auront des signes con- 

dD f 
traires quand -=- s'evanouit. Mais les deux premiers termes pr&enteront, 

comme Ton a vu ci-dessus, une Variation de signe avant le passage d'une 
racine de l'£quation D = et une permanence apr^s ce passage. Con- 
s£quemment la särie dont il s'agit gagnera depuis la limite inf&rieure 
jusqu'k la limite sup£rieure autant de permanences de signes qu'il y a entre 
ces limites de racines de l'^quation D = 0. 

Soit — oo la limite inf&rieure, + oo la limite sup^rieure de la variable 
x 9 n sera le nombre des permanences que la s£rie dont il s'agit aura gagn£, donc 
les racines de l'£quation D = sont toutes reelles, ce qu'il fallait d£montrer. 

Postscriptum. 

Je dois remarquer que la preuve donn£e par M. Salmon (Lessons on 
Higher Algebra, 3 me Edition p.43) que je n'avais pas remarquäe pr£c£demment, 
est encore plus simple que celle donn£e en baut, cependant eile est tant 
soit peu moins directe: dans cette autre preuve on ne fait usage que de la 
conclusion (<p.). 

Baltimore, däcembre 1878. 
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Sur un d6terminant symötrique qui comprend comme 
cas particulier la premiere partie de l'gquation 

m 1 • 



söculaire. 

(Par M. J. J. Sylvester ä Baltimore.) 



JJa throne de l^quation s£culaire s'&end ais&nent ä un d£terminant 
sym&rique beaucoup plus g£n£raL Dans le th^oräme de Sturm on dans 
le th^oräme plus complet sur les intercalations que j'ai donnä dans mon 
memoire „Sur les rapports syzyg&iques etc.", ins£rä aux Philosophical 
Transactions, on consid&re une suite de fonctions telles que trois fonctions 
cons£cutives quelconques P, Q, R soient li£es par l'£quation 

P = Q'Q-R. 

Dans le cas präsent je m'occuperai de meme d'une suite de fonctions 
telles qu'entre trois fonctions cons^cutives quelconques P, Q, R on ait l^quation 

PR = Q'Q-Q m , 

£quation qui präsente avec la premi&re cette circonstance commune que 
pour # = le produit PR est nägatif. 

Soit D un d£terminant sym&rique quelconque dont les £l£ments sont 
des fonctions rationnelles et enti&res de 1, et d£signons par a, b, c, . . . / 
les termes constants c. k. d. ind£pendants de l des &£ments situ£s dans la 
diagonale de sym&rie et rang^s dans un ordre quelconque. Formons, 
comme je Tai fait dans la preuve instantan£e, la suite 

D, $ a D, S b d a D 9 dA...d*D 

et soient p, q 9 r trois quantitäs cons^cutives prises dans la s£rie a,b, ... k, l; 
cela pos£, on aura 

{ß r $ q d p ...d a )D.{d p ...d a )D = {d r d p ...d a )D.(ß q d p ...d a )D-M 2 

M £tant une fonction enti&re de l. La loi du signe contraire de deux 
termes, voisins d'un terme qui s'^vanouit, de la suite considdräe ci-dessus 
ne subit donc aucun changement. 
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La m&hode dont on s'est servi dans la preuve instantan£e conduit 
par cons£quent k ce r&ultat que Fentrelacement de D par d a D entre des 
limites quelconques p et q est £gal k la valeur num£rique absolue de la 
diff&ence entre le nombre des permanences de signe que präsente la suite 
consid£r£e ci-dessus pour les deux valeurs A = p et l=*q. 

Je dis de plus que l'entrelacement de D par d a D est £gal k Fentre- 
lacement de D par d b D, a et b £tant deux quelconques des quantitäs a,b y ...L 

En effet le premier de ces deux nombres dopend uniquement du 
rapport des signes de D et de d a D dans le voisinage des valeurs de l 
pour lesquelles D s^vanouit, et pour le second de ces deux nombres on 
n'a qu'k substituer d b D au lieu de d a D. Mais on sait que le produit 
d a D.d b D exc&de le produit D.(d a d b )D d'un carr£ positif. Les deux quan- 
tit£s d a D et d b D sont donc du mßme signe dans le voisinage des valeurs 
de l pour lesquelles D = , ce qui prouve Fassertion qu'il s'agissait de 
d^montrer. 

En se bornant pour plus de simplicit£ au cas des entrelacements 
absolus, c. k. d. au cas oü — oo et +00 sont les limites de l 9 on en tire 
le th£or6me suivant: 

Soient 

0, XJ 2 , ... n 
les degr^s et 

les coefficients des plus hautes puissances de l dans 

D, d a D, (d b d a )D 9 . . . {^..A^)D; 

cela pos£, Fentrelacement deZ) par une quelconque des quantitäs öj) 9 d h D, ... dß 
est la valeur num£rique de la diflförence entre le nombre des permanences 
de signes que pr£sentent les deux suites 

(-l)V, (-DVi, (-1)*/%, ... (-DV*. 

Consid£rons le cas particulier dans lequel les 61&nents du d£terminant 
D sont des fonctions Unfaires de X. Supposons de plus que tous les coef- 
ficients p, fi n fi? , ... /ti n ont le signe positif. Dans ce cas Fentrelacement 
de D par Fune quelconque des d&erminants d£riv6s d a D, d b D 9 ... ö t D est 
£gal k n, et par cons^quent toutes les racines de F£quation D = sont 
reelles, r£sultat que Fon v&ifie ais^ment. 
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Sylvester, sur un diterminant symetrique. 



En effet, soit D x le diterminant form£ des parties constantes des 
£l£ments de D ou, ce qui est la meme chose, la valeur de D pour A = 0, 
soit de plns J le d&erminant form<5 des coefficients de X des Zements de 
D ou, ce qni est la m£me chose, le coefficient de X n dans le d^veloppement 
de D; cela pos£, D peut etre regard£ comme l'invariant de la forme qua- 
dratiqne ä n variables <P+X£2 9 * et 12 &ant des formes qnadratiques dont 
les invariants sont D x et 4. Repr&entons d'une mani&re symbolique par 

(<*x+ßy + y&-\ h Xu) 2 

la forme qnadratique 12, et par 



«, Ä 7> • • • X *P> 9> 



t 



le diterminant 



posons de plus 



ap, 


aq, 


ar, 


... dt 


ßp, 


ßq, 


ßr, 


. . . ßt 


YP> 

• 


yq> 

• 


Y r > 

• 


... yt 

• 


9 

• 

Xp, 


m 

kq, 


• 


• 
• 

• • • Av 



I = 

n = 



aX(<*r+/fy+ ;'* + ••• + itf) 
«ßx( «/fy + aysH h «*«*) 

aßyX( aßyz + ~- + aßXu) 



et enfin 



t> = aßy...Xx( 



aßy...Xu) 



± = {a,ß)\a,ß,y)\ ... -1 = («, A- *)*•(«, A - M)', 

oü la notation (a, ß, ... Xf d£signe le diterminant 

a, ß, ... kxa, ß, ... I; 
cela pos£, on aura 

i2 = Af+Btj 7 -\ \-Lv\ 

Les expressions d£sign£ea d'une maniere symbolique par 

«', («, ß)\ («, A y)\ • • • («, A y, • • • *)' 



Sylvester, sur un d&erminant symilrique. 9 

£tant identiques aux quantitäs d£sign£es antfoieurement par 

il est ais6 de voir que Finvariant de <P+k£2 est, k un facteur num£rique 
prfes, £gal ä l'invariant de *!+ X£l x , * x repräsentant une fonction quadratique 
de fonctions Unfaires ä coefficients räels de x, y, z>, . . . u et 12, une somme 
de carrös de ces m§mes fonctions Unfaires. 

En admettant les hypoth&aes faites ci-dessus on retombe donc sur 
le cas de F£quation s^culaire. 

Je me suis servi dans les calculs pr6c£dents de la notation x pour 
repr&enter une multiplication symbolique entre a, ß, y, . , . X ; a' 9 ß\ y\ ... k', 
tandis que je präföre garder le signe simple x pour repr^senter Fesp^ce 
d'op£ration disjonctive dont on se seit dans la throne ordinaire de la mul- 
tiplication des d£terminants et qui donne naissance aux produits 

(aa 9 , ßß', n\ . . . AI'). 

Baltimore, d^cembre 1878. 
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Sur une extension donnöe ä la thöorie des fractions' 

continues par M. Tchebychef. 

(Extrait d'une lettre de M. Ch. Hermite k M. Borchardt.) 



Mi Tchebychef m'a fait part dans un entretien d'un th£or6me arith- 
m&ique qui m'a vivement int£ress£. II a Stabil dans un memoire publik 
en langue russe dans les M^moires de St. P&ersbourg, et dont sans lui je 
n'aurais jamais eu connaissance, cette proposition extrßmement remarquable, 
qu'il existe une infinit^ de syst&nes de nombres entiers x et y tels que la 
fonction linäaire 

x—ay — b, 

oü a et b sont deux constantes quelconques, soit plus petite en valeur 
absolue que -=—. C'cst comme vous voyez le r^sultat fondamental de la 

throne des fractions continues, &endu k une expression toute difförente, et 
qni ouvre la voie k bien des recherches. Dans une lettre adress^e k 
M. Braschmann, et publice dans le Journal de M. Liouttille, T. X, 2 me S£rie, 
M. Tchebychef 9 appliquant cette meme conception k l'alg&bre, consid^re 
Texpression 

X-UY-V, 

oü U et T sont deux fonctions quelconques d'une variable x, et il d&ermine 
des polynömes entiers par rapport k cette variable, -X et Y, tels qu'en 
ordonnant suivant les puissances dtScroissantes, le degr6 soit le nombre 
niSgatif le plus grand possible en valeur absolue. Les recherches de Tillustre 
geom^tre sur cette question sont extrßmement belles; k bien des titres elles 
sont pour moi du plus grand intfrßt, et voici une remarque k laquelle elles 
m ont amene. Me playant d abord au point de vue arithmetique, je suppose 
que a soit une quantitä positive ; les valeurs enttöres de x et y s obtiennent 



m' 



alors comme il suit. Soient — , — .- deux rtSduites consecutives du d£ve- 

ff H 

loppement en fraction continue de a; posons: 

n b = JV+ cu, n'6 = AT + o/, 



Ch. Her mite, extension des fraciions continues. H 

en d&ignant par N et AT des nombres entiers, par cd et w' des quantit^s 
infSrieures en valeur absolue ä £. Soit encore pour abr^ger: 

e = mri— m'n = +1; 

on aura: 

ex = fnN'-fn'N, ey = nN'-n'N. 

Ces formules donnent en effet: 

e(x—ay) = (m — an)N'— (m r — aii')iV 

= (m— an)(rib — a/) — (ro'— afi')(f&6 — a>) 

= €6 + a)(m'— an') — ai'(m — an), 

de sorte qu'il vient ddjk: 

e(x—ay—b) = a>(f»' — an') — a/(m— an), 

Employons maintenant la quantitä A qu'on nomme quotient complet 
dans la throne des fractions continues, et qui r&ulte de V£galit£: 

a = ' . 

a n'X+n 

On anra 

el , , * 

m — an= z—— — _ m — an= — 



n'l+n > n'X+n > 

et par suite: 

u)(m—an) — a)(m—an) = — « — n^ — * 
quantitä moindre, d'apr^s les limitations de w et oi', que 



n'A+n 

Mais cette expression d^crolt avec X sous la condition n! > n , qui est ici 
remplie; son maximum a donc lieu pour A = 1, et de lä r&rcilte qu'on peut 
poser : 

x—ya—b = -7- — , 

£tant compris entre —1 et +1. Ce point &abli, il suffit de remarquer 
qu'ayant: 

ey = nN'-n'N= n{rib-o>')-nXnb-o)), 

c'est-ä-dire : 

ey ss wn'—w'n, 

2* 
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Tentier y est renferm£ entre les limites: 



+ 



2 ' 2 ' 

ce qui d£montre le beau th£or&me d^couvert par M. Tchebychef. 

Les expressions de x et y conduisent facileraent k une cons£quence 
qu'il n'est pas inutile de remarquer. Sapposons qu'on ait: g — ah— 6 = 0, 
g et h &ant entiers, je dis qu'ä partir d'une certaine r&luite du d^veloppe- 
ment de a en fraction continue, et pour toutes celles qui suivent, on trouvera 
constamment : x = g, y = h. La throne des fractions continues donnant en 
effet : 

a ~~ n + nn" * ~~ n' + n'n" > 

oü et ff d£signent des quantitäs moindres que l'unitä, on obtient en sub- 
stituant dans la valeur b = g — ah: 

L L i Oh 'L ' 'L i Oh 

nb = ng — mh + -j-, nb = ng — 1»*+-^-- 

Vous voyez donc que, quand vi dlpassera 2A, nous aurons: 

N=ng— mh, N' = n'g—m'h; 

or en remplagant dans les formales proposäes: 

ex = mN'-m'N, ey = nN'-n'N, 

on en tire sur le champ: 

x = 9 $ !l = A - 
Si Ton suppose b = a*, cette remarque donne un algoritkme pour la 

d&ermination des diviseurs du second degr£ des £quations alg^briques ä 

coefficients entiers, lorsque le coefficient de la plus haute puissance de 

Tinconnue est l'unitä. 

Enfin en passant de l'arithm&ique ä l'alg^bre et consid^rant l'expression 

X—UY — V, oü U et V sont des fonctions quelconques dont la partie infinie 

est de la forme — | — T H — , on obtient sous une forme tout semblable les 

X X 

polynömes X et Y qui donnent l'approximation la plus grande de la fonction 

V, par la formule X—UY. DtSsignons encore par -^-, -^- deux r^duites 

consöcutives du d^veloppement de U en fraction continue algtSbrique ; faisons 

toujours « = MN—M'N= +1, et repr^sentons la partie enttere du d^veloppement 

d'une fonction f[x) suivant les puissances descendantes de la variable par 

[/(#)], on aura: 

eX = M[N t V]-M , [NVl 

eY = AT[W]-iV'[iVr]. 
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JUit TUt 

Soit de plus -™- la r^duite qui suit -^- et posons semblablement: 

b'X = M'[N"V]-M"[N'r], 
b'Y = N'[N"V]-N"[N'V]. 

En observant que *' = —«?, on en dlduira: 

e(X'-X) = (M"-if)[iVT] + ^'[iVF]~iJf'[N'T], 

«(r-rj = (iV"-iV)[iVT]+iV'[iVF]-iV'[iV'T]. 

Mais la loi de formation des r&luites donnant, si Ton d&igne par q le 
quotient incomplet: 

M" = q M'+ M, N" = q N'+ N 9 

vous voyez qu'on obtient: 

«(X'-JE) = <oM' 9 e(Y'-Y) = wN', 
en posant 

Cette formule se simplifie, si Ton remplace dans le dernier tenne IV" par 
sa valeur, et devient 6videmment: 

co = q[N'V]-[qN'Y]. 

De lä se tire Texpression des polynömes X et Y sous forme de s&ies, teile 
que Ta dornige M. Tchebychef dans sa lettre adress^e ä M. Braschmann, et 
je remplis l'intention qu'a bien voulu m'exprimer l'illustre göom&tre en vous 
communiquant ce qui m'a 6t& sugg&r£ par l'&ude de son beau travail. 



La consid£ration de la forme: 

oü <? et <?' sont des quantit^s variables essentiellement positives, qui donne 
une d&nonstration facile des r&ultats d^couverts par Dirichlet sur les minima 
de la fonction Unfaire x—ay—b& 9 conduit ^galement ä la proposition de 
M. Tchebychef. Soit d'abord d = fu 9 & = tu 1 de sorte que Tinvariant D 
ait pour expression: f 3 « 3 , je rappeile qu'un minimum de f 9 pour des valeurs 
entteres des ind&ermin6es , ayant pour limite sup^rieure le double de Tin- 
variant, on a quelles que soient les quantit^s positives t et u: 

3 

(x-ay- bs )'+-£-+ A-< t^- , 

v 9 t'u ' tu' tu ' 
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et par cons&juent: 



V2 L ^.nr i 



{x-ay-bxj* < — , x -ay-bz < ffa 



tu ' * * ' 27 yz ' 

puis : 

Cela pos£, je remarque en premier Heu que si la limite sup£rieure de z est 
inf^rieure k Turnte, on aura s = 0, et les minima, obtenus en faisant crottre 
/ ind£finiment, seront ceux de la fonction lin^aire x—ay que donne le 
d&veloppement de a en fraction continue. 

Concevons ensuite qu'on fasse croltre u, la valeur entißre de z 
k partir d'une certaine limite ne sera plus £gale k z£ro, et il s'agit de 
prouver qu'en cessant d'6tre nulle, eile devient £gale k l'unitl. Je me 
fonderai pour cela sur la remarque suivante. Considfoant une forme d^finie 
k coefficients variables quelconques f{x, y 9 *) = ax 2 +a'y 2 +a"z*-\ — , je 
suppose que pour trois systömes de valeurs infiniment voisines de ces coef- 
ficients, les minima soient: 

f{m,n,p\ f{rn',n' 9 p'\ f{m",n",p"Y, 
je dis que le d&erminant 

J = 

sera z£ro ou Fronte. 

Soit en effet D l'invariant de f, AX>+ÄY 7 +A"Z?+~. la transform^e 
qui en räsulte en faisant: 

x = mX+m'Y+m!'Z, 

y = nX+n'Y+n"Z 9 

* = pX+p'Y+p"Z, 

et dont Tinvariant sera par cons^quent: J*D. Comme pour toute forme 
d&inie, le produit des coefficients des carr^s des variables surpasse Tinvariant, 
nous aurons: AA'A">/fD, ou bien: 

f(m, n, p)f(m', n' 9 p W, *", p') > SD- 
Mais on peut poser en n£gligeant les quantit^s infiniment petites: 

f{m, n,p)<D fa f{m', n', p') < D Jfl, f(m", «", p") < D fa 



m 


m' 


tn 


H 


n' 


n 


P 


P' 


P 
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et par cons^quent: 

f{f», n 9 p)f(m 9 , n', p')f(m", *", p") < 2Z>. 
Nous en tirons la condition J 2 <C2 1 de sorte qu'on a bien J = ou 4= +1. 

9 3 

Cela &abli et revenant k la forme /*= (a— ay— 6*)*+ 4— + y-r 1 je consi- 

d6re t et « comme l'abscisse et rordonn^e d'un point rapport£ dans un plan k 
des axes rectangulaires, de sorte qu'k un Systeme de trois entiers qui donnent le 
minimum de f 9 correspond un ensemble de points ou une aire d&ermin£e dans ce 
plan. De telles aires limit^es par la partie positive de Faxe des abscisses, s'oflrent 
d'abord, lorsqu'en faisant varier t, on suppose u assez petit pour avoir z = 0, 
et k deux aires contigues appartiennent deux minima successifs de x-ay, ou 

bien deux r^duites cons^cutives — , — - de a. Vous voyez qu'en un point de 

la ligne de Separation de ces deux aires voisines, les valeurs des quantit^s 
t et u pr^sentent cette circonstance quune Variation infiniment petite donne 
les minima correspondant aux deux systömes m, n, et m\ ri, 0. Suivons 
cette ligne jusqu'k son extr£mit£ oü eile aboutit k une nouvelle aire . placke 
au-dessus des pr£c£dentes et k laquelle appartiennent les nombres m", n\ p". 
Nous introduirons en supposant p" diff^rent de z6ro, la condition que cette 
aire ne fasse plus partie de la premi^re s^rie oü la troisteme ind&ermin£e 
est toujours nulle. Mais il en r^sulte que le d&erminant: 



J = 



ayant pour valeur ±p\ est lui-mßme alors diff^rent de z£ro; or on a vu 
dans ce cas qu'il est en valeur absolue 6gal k l'unit£, nous d&nontrons 
donc ainsi que//'= +1, ce qui Itablit bien Vexistence du minimum d^couvert 
par M. Tchebyckef. Enfin et comme cons^quence de cette seconde m&hode la 

limitation pr6c6demment obtenue x—ay-b<Z -k— se trouve remplac^e par 

celle-ci: x—ay—b <C JV T — °^l e coefficient numtSrique V^y es * sensiblement 
plus petit que £. 

Paris, le 22 mars 1879. 



m 


tri 


m 

■ 


n 


n 


n 








P" 



16 



Beweis der Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen, 

(Von Herrn JE. Netto in Strassburg i. E.) 



Uureh Erweiterung eines Cauchyschen Theorems kommt man zu 
folgendem Satze: Ist p r die höchste Potenz der Primzahl p, welche n\ theilt, 
so kann man eine Reihe von Gruppen 

1, 6 M G 2 , ... Gi, Gj+i, . . . G r 

von n Elementen aufstellen, welche bez. die Ordnungen 

1, p, p 2 , ... p\ p l+t , ... p r 

besitzen, so dass jede derselben G x (k < r) in der darauf folgenden enthalten 
und mit den Substitutionen derselben vertauschbar ist. Dieser Satz scheint 
von Wichtigkeit für die Algebra zu sein; wenigstens kann er, wie ich an 
anderer Stelle zu zeigen gedenke, in der Theorie der Resolventen mit Vor- 
theil benutzt werden ; und auch bei dem Beweise des algebraischen Funda- 
mentalsatzes liefert ein specieller Fall des Theorems bedeutende Verein- 
fachungen. Dieser letztere Umstand soll im vorliegenden Aufsatze dargethan 
werden. Da für den besonderen Fall p = 2 der Beweis sich sehr einfach 
stellt, so will ich ihn im ersten Paragraphen voranschicken und im zweiten 
dann zu dem Nachweise der Wurzelexistenz algebraischer Gleichungen 
tibergehen. 

§. 1. 
Für » = 2; 3 ist n! nur durch 2 1 theilbar; man braucht daher für die 

beiden Elemente a t , a 2 auch nur die eine Gruppe G M welche durch die 

Substitution s x = {a Y ch) gebildet wird. Für n = 4; 5 ist w! durch 2 3 theilbar, 

also r = 3. G l = [s l ] kann hier wieder als erste Gruppe gelten; als zweite 

G 2 = [s k , * 2 ] von der Ordnung 2 2 , wo s 2 = (aj a 4 ) ist ; als dritte G 3 = [s x , s 2 , * 3 ] 

von der Ordnung 2 3 , wo * 3 = {a x <*, a 2 a 4 ) durch Ineinanderschiebung von s t 

und s 2 gebildet ist. Für n = 6 ; 7 wird r = 4 ; also ist neben G x , G 2 , G 3 

nur noch eine Gruppe G 4 nöthig. Diese besteht aus s t1 s 2 , s z und * 4 = {a s a^). 

Bei ii = 8; 9 wird r = 7, da 9 ! durch 2 7 theilbar ist. Hier werden * 5 = (a 1 a H ) J 
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*e = (fls(h<h öb), *7 = («i «5 03 07 02 060*08) d* 6 notwendigen neuen Substitutionen 
der Gruppen G 5 , G 6 > G>. Das Bildungsgesetz ist leicht erkennbar. Wir 
nehmen nun die Richtigkeit des Satzes bis für n = 2" und für das zuge- 
hörige r als bewiesen an. Es sei hierbei 

Öi = [81] , U 2 = [*1 7 **J 7 • • • Ö r = [$1 j *2 j • • • *r] ? 

dann ist das Theorem bis für n = 2 a+1 — 2 klar. Denn sind ai, ai, ••• «1 
neue den a x , flh , ... a„ entsprechende Elemente, bildet man aus ihnen die *;. 
wie aus den alten die s x , und setzt dann 

"1 == 1*1 J 1 **i = [*1 j *2j ? • • • G r = L*l? *2 } • • • *r J 1 

so wird die Hinzunahme von G[ zu 6 r die Gruppe G r+1 constituiren , die 
von 6 ? zu G r+1 die Gruppe G r+2 u. s. w. bis G 2r _!. Dies erhellt daraus, 
dass die zutretenden Potenzen von 2, also die Erhöhungen für r von n = 2 a +l 
bis n = 2 a+1 -2 genau dieselben sind, wie von » = 1 bis n = 2 a — 2. Bei 
2 a+1 dagegen reicht G 2r nicht aus, ebensowenig wie G 2 bei 4 und G 6 bei 8 
ausreichte. Hier bildet man daher ein neues * r+1 , indem man die beiden 
Substitutionen s r und s' r in einander schiebt, wie dies bei * 3 und bei s 7 mit s u s 2 
resp. * 3 , * 6 geschah. Dass dann G 2r+ , == [G 2r ,* r+1 ] wirklich doppelt so viele 
Substitutionen hat als G 2r , folgt daraus, dass * r+ i*i = *l* r +i ist. 

Wählt man nun eine Function y der n Elemente a t1 ... a n , welche 
nl Werthe besitzt, und eine andere y\ welche zu der Gruppe G t gehört 
und also nur j n ! Werthe hat, so ist y die Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades, deren Coefficienten rational und ganz in y' und in den symmetrischen 
Functionen der a l9 ... a n sind. Giebt man dem y' alle seine £n! möglichen 
Werthe, so liefern die zugehörigen quadratischen Gleichungen alle nl Werthe 
von y. Wenn ebenso y" eine Function der n Elemente a x , . . . a n ist, welche 
zu der Gruppe G 2 gehört, so ist y' die Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades, deren Coefficienten rational und ganz in y" und in den symmetrischen 
Functionen der a sind; y" hat £»! Werthe; die zugehörigen quadratischen 
Gleichungen liefern die \n\ Werthe von y'. Eliminirt man y f aus den 
beiden eben besprochenen Gleichungen, so tritt y als Wurzel einer durch 
Quadratwurzeln lösbaren Gleichung vierten Grades auf, deren Coefficienten 
in y" und in den symmetrischen Functionen der a rational und ganz sind. 
Bezeichnet man ebenso mit y"' eine zu G $ gehörige Function u. s. w., mit 
y to = a eine zu G r gehörige, so ergiebt sich : 

Ist 2 r = p die höchste Potenz von 2, welche nl theitt, und ist y eine 
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n\-werthige Function der n Elemente a l7 02, ... a ny also eine Lagrangesche 
Resolvente, so ist y als Wurzel einer Gleichung (J ten Grades 

(1.) * = {x-y (a?-y 2 ) . . . (x-i f ) = x*- cp, (z) . a*~ l + </> 2 (*) . a*~ a = 

darstellbar. Diese Gleichung ist durch Quadratwurzeln lösbar; ihre Coefficienten 
(fx, <jp 2 , ... <p e *tW rational und ganz in den symmetrischen Functionen der a 
und einer. neuen Grösse z. y t , y 2 * • • • y Q gehören zu den n\ Werthen von y. 
Ferner hängt z von einer Gleichung des Grades n ! : 2 r = n ! : p = o ab 

(2.) /'= * a -y I * a - 1 +y a » a -* = 0; 

o ist eine ungerade Zahl; die y sind rationale ganze Functionen der sym- 
metrischen Functionen von a,, a?, ... a n . Giebt man dem z in (1.) alle 
Wurzelwerthe z 11 z 2j ***z a von (2.), so liefern die a entstehenden Gleichungen 
alle n! Werthe von y. Es wird also die Lagrangesche Resolvente 

(3.) J= h{x-y x ) = Jll^-ViW^-'+yaC*/.)^" 2 — -!• 

Das allgemeinere in der Einleitung erwähnte Theorem folgt aus 
dem angegebenen, indem die Zahl 2 durch eine beliebige Primzahl p ersetzt 
wird. Statt der successiven quadratischen Gleichungen treten Abekche 
Gleichungen des Primzahlgrades p auf. 

§.2. 
Der Grundgedanke des folgenden Beweises für die Wurzelexistenz 
algebraischer Gleichungen ist der von Gauss in seiner „Demonstratio nova 
altera cet" angewendete. Jede ganze symmetrische Function der n Grössen 
<*!,... a, kann durch die elementaren symmetrischen Functionen *i, **, ... *„ 
derselben Grössen auf eine einzige Art dargestellt werden. Bedeuten daher 
d, k) • •• l» willkürliche Grössen, so giebt es eine einzige Function der- 
selben, welche für die Substitutionen ^ = ^1, /2 = ^ ? ... I» = K in die ge- 
gebene symmetrische Function der a tibergeht. Im Besonderen folgt, dass 
wenn eine symmetrische Function S(a 1? a*, ...a n ) = G(*i,* 2 , ... K) identisch 
Null wird, dass dann- auch ©(d,^, ... O identisch verschwindet Denn 
wäre dies nicht der Fall, so würde nicht nur (?(/,, d, ... O* sondern jede 
andere identisch verschwindende Function der /, , ... /„ für die Substitutionen 
/, = A M ... l n = k n in S(a,,...a w ) = tibergehen; das widerspräche den 
obigen Auseinandersetzungen. Dieser Satz nimmt auch folgende Fassungen 
an : Die elementaren symmetrischen Functionen A, , l 2 , • • • K von n beliebigen 



Netto, Existenz der Wurzeln algebraischer Gleichungen. 19 

Grössen a u a 71 ... a n sind von einander unabhängig; oder auch folgende: 
Kann man unter der Voraussetzung der Wurzelexistenz der Gleichung 

(4.) A = (<r— a x ) (x—ai) . . . (a?— a H ) = a>"— l x x n ~ l + ^ x n ~ 2 — • • • = 

nachweisen, dass eine ganze Function der Coefficienten A X7 Ä 2 , ... X m identisch 
verschwindet, so ist die aus den Grössen / M 4, ... /„ entsprechend gebildete 
Function gleichfalls identisch Null; die / M /j , . . . /„ können dabei also Coefficienten 
einer Gleichung 

(4 r .) L = a?"- A ai— '+ ^ <r*- 2 = 

sein, über deren Wurzelexistenz nichts bekannt ist. Die aufgestellte Function 
kann willkürliche Parameter enthalten. 

Bezeichnen wir jetzt mit a u a 2 , ... a n willkürliche Constanten, die 
ebenso wie die a Xl a 2 , ... a n von einander verschieden sind, dann wird 

bei allen möglichen Vertauschungen der a t , ...a„ im ganzen nl verschiedene 
Werthe y x , y 2? • • • y n \ annehmen. Da die symmetrischen ganzen Functionen 
derselben bei den Vertauschungen der a 1Y ... a n sich nicht ändern, so sind 
sie in den a selbst symmetrisch und daher ganz in den l tJ Äj, . . . X H . In 

(5.) J = n (*-»„) = x nl -^x nl - l +^ 2 x H] ^ = 

sind also die d x , <? 2 , ... d nl rational und ganz in a„ a 2 , ... «„; A l7 itj, . • • l n . 

Nach dem Theorem des ersten Paragraphen kann man eine Function 
z von a„ Ö2, . . . a n ; a l7 a 2 , • • • «* aufstellen, welche »! : 2 r = a Werthe s ly s 2 , • • • * a 
hat. Diese Function hängt von einer Gleichung ungeraden Grades 

(2.) r=z a "Y i z a - l + Y 2 z a '' 1 — = 

ab, deren Coefficienten ganz in den a l7 a 2 , ... a w ; A, 7 ^, ... A w sind. Für 
z erhält man, wenn 2 r = q gesetzt wird, nach §. 1, 

(3.) ( - 1 * =1 ö 

= n&{x 9 z v ). 

Hierbei liefert 

(1.) * = ä» - Vj (»Ja^-' + yi (*).«•"' 

gleich Null gesetzt eine durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung; ihre 
Coefficienten sind in den l und in z ganz. Setzt man für z der Reihe nach 

3» 
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die a Wurzeln von (2.) ein, so liefert * = Q.o = nl Werthe; diese sind 
üi, V*, • • • y* Ans (3.) folgt, dass 4 durch *(rc, u) theilbar wird für jedes 
« = *„; J—<t>(x,u) ist also durch « — z r theilbar, folglich auch durch das 
Product («*— *i) ... («— » ö ), d. h. durch r(u). Denn dies wäre nur dann 
nicht der Fall, wenn mehrere *„ einander gleich wären; aus solcher Gleich- 
heit folgte aber im Gegensatze zur Voraussetzung, dass ebensoviele Systeme 
von je q Werthen y M einander entsprechend gleich würden. Es wird also 

J(x)—<I>(x,u) 

r(u) 

eine in x und in u ganze Function £2(x,u), so dass 

(6.) J(x) = <P(x, u) + r(u).S2(x 9 u) 

wird. Da ferner ^— * in den a u ... a n und den A 1? ... l n ganz ist, so folgt 
dasselbe ftir r.£2; und da es der erste Factor dieses Productes ist, so folgt 
es nach einem bekannten Satze (Gauss: Disquis. arithm. §. 42) auch für 42. 
(6.) liefert daher eine unter der Voraussetzung der Wurzelexistenz 
von (4.) abgeleitete identische Relation zwischen den A„ iL,, ... k n und den 
unbestimmten Grössen x und u. Definirt man daher durch 

(4'.) L = xT - hx*- 1 + Itx»- 2 — • 

(5 f .) D = x^-d^-i + dix* 1 - 2 —-. 

(2'.) G = xo-g^+gtx - 2 —.. 

(1\) F =x*-f l vP- l +fru*-' 1 

Functionen, bei denen die /„ ... /„ beliebige Grössen und die d v9 g V9 f r die- 
selben Functionen von l t , t, . . . l n sind, wie es die 3 V9 y V9 (p r von A l7 j*, . . . k n 
waren, und bildet man ebenso 0(x 9 u) aus den l V9 wie £2(x 9 u) aus den k y9 
so ist nach dem oben ausgesprochenen Prinzipe identisch 

(6'.) D(x) = F{x 9 u) + G(u).0(x 9 u). 

Nun ist 6 = eine Gleichung ungeraden Grades; von dieser setzen wir die 
Existenz einer Wurzel t*„ voraus. Das ergiebt 

D(x) = Fix,*)-, 

F ist ferner, wie es war, eine durch Quadratwurzeln lösbare Gleichung 
des Grades 2 r = q. Für u = u t möge F(x 9 u x ) = die Wurzeln x Xl x 7l . . . xx, . . . x e 
besitzen; dann ist F[x% 9 u x ) = und also auch 

D(x x ) = Q, (A=l,2,...p). 
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Durch Quadratwurzelausziehung erlangt man also p Wurzdln der Gleichung 
D = unter der Voraussetzung, dass die Gleichung ungeraden Grades 6 = 
eine Wurzel habe. 

In D(x) lassen wir jetzt die Abhängigkeit von den a t , a 2 , . . . a n 
auch durch die Bezeichnung D(x; u x , a 2 > • • •) hervortreten. Dann folgt für 
«x = l, a 2 = a 3 = ... = 0, dass D(x; 1, 0, .. .) = L in ~ 1)] ist Denn für 
4(x; 1, 0, ...) erkennt man unmittelbar die Gleichheit mit -4 (n ~ 1)I ; J—A^ n " l)x = 
liefert dann als identische Relation nach dem obigen Prinzipe 

/)(*,• 1,0,...) = L{xf n ~ l * 
und daher 

D(x l ;l 1 J ...) = L(x l )^ = 0, 
d. h. 

L(x x ) = 0; 

und damit ist die Wurzelexistenz flir die beliebige Gleichung w* 60 Grades 
L (x) = bewiesen. 

Berlin, 15. Februar 1879. 
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Ueber die durch den Malussehen Satz 

definirten Flächen. 

(Fortsetzung der Abhandlung Bd. 84 pp. 231 — 237 dieses Journals.) 

(Von Herrn 0. Röthxg.) 



Uie Gleichungen der in Rede stehenden Flächen wurden in der 
früheren Abhandlung, die im Folgenden mit (A.) bezeichnet werden möge, 
dadurch gegeben, dass die Coordinaten eines Punktes derselben x, y, z als 
Functionen dreier Parameter «i, /?i, /i dargestellt sind, zwischen denen die 
Gleichung 

(l.) «J+Ä+yi = 1 

besteht. 

Sieht man von der Bedingung (1.) ab, so verlieren zwar x, y, * 
so wie alle anderen in (A.) eingeführten Htilfsgrössen ihre geometrische 
Bedeutung, werden aber Functionen dreier von einander unabhängigen 
Parameter und haben als solche Eigenschaften, die hier zunächst hergeleitet 
werden sollen. 

Nach (A.) (6.) mit (7.) wird : 

= (p„+ %v cos B y ) 2 — x\ cos 2 B r + %l (al+ ßl+ yl) 

= 1-xl+xXal+ßl+rl) 
oder 

(2.) (aJ +l +Ä +1 +tf +l -l) = «(«J+^+yJ-l). 

Multiplicirt man alle hieraus für v = 1 bis v = X folgenden Gleichungen, 
so entsteht wegen der Definition von x v aus (A.) (7.): 

(3.) iC^Ä+.+ri+1-D = -^(«i+^+yi- 1 ) 

von X = 1 bis X = s. 
Man betrachte nun den Ausdruck: 

) für alle v von v = bis v = *, 
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und verstehe unter den in (A.) nicht definirten x s+1 , y, +1 , s, +1 die dort in 
(11.) gegebenen x, y 9 z. Die totale Differentiation bezieht sich auf die 
Parameter a n ß { , y x . 

Führt man in den Ausdruck für M y ^ t (A.) (6.) und (19,) ein, so 
wird für alle v von v = 1 bis v = *: 

*~- = l(-sr**'+ J |r*-+ J 5r< b -)+*.*> 

+ r„ +1 (e„ +1 da y+l +ß y+1 dß y+i +y y+1 dy y+l ) + (a, +i +ßl+i+ yl +l ) dr y+l . 

Nach (A.) (1.) verschwindet der erste Summand rechts flir alle v von v = 1 
bis v = *. Auf die beiden letzten Summanden wende man (3.) an, so entsteht : 

M y+l = Xy M y +^r y+l {a l da l +ß4ß^Y^Y i ) + {a\+ß[+y\-\)^-dr^ l +dr y+l 

oder mit der Definition von x y aus (A.) (7.): 

n y+l M y+l = n y M y +h i r -^-(a l da l +ß l dß t + y x dy^ 

(5.) ( +n]{a]+( r i+r ]-l)^±L + nr+ldry+ll 

von v = 1 bis y = *. 
Addirt man alle hieraus für v = 1 bis y = A folgenden Gleichungen, so wird : 

n x+1 M l+l = n l M l +n]{a l da l +ß l dß l +y l dy l )£ r ' +1 



von Ä = 1 bis 1 = 8. 

Nach (A) (19.) für y = 0, und weil a: , y u , *o constante Grössen bedeuten 
nach (A) (2.), folgt: 

- ^H = n.r^da.+ ß.dß.+y^y^ + n^al+ßl+y^d^. 

Dies in (6.) eingeführt, giebt: 



von Ä = bis l = 8. 

Man bezeichne von jetzt ab die partiellen Ableitungen einer Function von 
#i> ßu 7v nach einer dieser Grössen dadurch, dass man resp. die Grössen 
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Index derselben setzt Es sei also -^ = «*+,„ etc. 



a 9 ß, y als Index neben die abzuleitende Function oder neben den ersten 

dxi+ i 
d* x 

Dann wird nach (4.): 

(8.) { + («2+1 BI+1JI+ ßl+\ 02+1,/?+ Yl+l *2+l,f) <*ßi 

+ («2+1 # i+i, y + A+i Jfa+i, y + /2+i *2+i, y ) dy v 
Nach Division von (7.) durch n x+l muss die rechte Seite der so entstandenen 
Gleichung mit der rechten von (8.) identisch sein. Durch Gleichsetzen der 
Coefficienten der von einander unabhängigen Grössen da u dß x , dy x erhält 
man dann das folgende System von Gleichungen: 

Ä2+1 Xi+i, m +ßl+t jfa+l,«+ya+l *2+l,« 
n 9 y=2 r m 3 _ v=2 r . 4 y=2 

-^«i -£ -^ + -^(«?+#+rf--l) -£ -^*-+ — — ^ n r+l r y+la , 

a l+i *l+i,ß+ßi+\ tfi+i,ß+Tx+i *i+i,/s 

x na+i y-o »y+i 1*2+1 ' y=0 nv+i »2+1 y=Ki T * 

«2+1 #2+l.y+&+l y2+J,y+^+l *2+l,y 
I « a ^=2 -• , , « a „ v=2 «• , . 4 r=l 

= -^-y» -£ -J ±L +-^-(« +/??+y -l) ^ - ! ^+-t L - -S Wh*„ 

' I na + i # ,-u iiy+i n;. + i ' y= o w, +1 nj+i „«u T ,7 

von l = bis Ä = *. 

Durch partielle Differentiation von (3.) folgt ferner: 

«2+l««2+l,o+Ä+l«/^2+l,«+y2+l«y2+l,a = n j ' «1? 

(10) / a ^+i' a Hi,iff+Ä + i.Ä+i,/9+y2+l-y2+i,/J = "^7^ 

«2+l-«2+l,y+A+l-Ä+l,y+y2+l-y2+l,y = ""^jV^ 1 ' 

von i = bis k = s. 

Die hier in (30 (9.) und (10.) entwickelten Gleichungen sind identische 
Gleichungen, allein in Folge der in (-4.) (6.) (7.) und (19.) unabhängig von 
der hier vernachlässigten Bedingung (1.) gegebenen Definition der Grössen 

« 1+1 , ßa+i, yj+i, #2+1? yi+l? *2+i- 

Sollen nun aber für die durch den Malusschen Satz definirten Flächen 
gültige Formeln aus den vorstehenden identischen Gleichungen gewonnen 
werden, so ist die Bedingung (1.) wieder aufzunehmen und in die ent- 



Röthig, über den Malutschen Satz. 25 



dl.) { 



wickelten Gleichungen einzuführen. Dann geht zunächst (3.) mit (1.) 
über in: 

«i+i+ÄM+yä+i Ä x 

von X = bis k = *, 

eine Gleichung, die auch in (A.) schon bei der Herleitung der Definition 
von r, +1 , (A.) (25.), benutzt wurde. Das System (10.) bleibt ungeändert. 
In (9.) verschwindet der zweite Summand rechts und es entsteht: 

n* VK=X r + i 1 y=si 

von X = bis Ä = *. 

Für die durch den Malw&chen Satz definirten Flächen sind die Grössen 
x s+l = x, y, +1 = y, ^ +1 = a die Coordinaten eines Punktes derselben. Die 
«, +1 , ß,+i, y, +1 sind die Cosinus der Winkel, welche die im Punkte (x, y> ») 
zur Fläche errichtete Normale mit den positiven Richtungen der Coordinaten- 
axen bildet. Sie mögen in der Folge der Kürze wegen resp. mit a, b> c 
bezeichnet werden. 

Nach der in (A) (25.) gegebenen Definition von r, +1 ist: 



y=* 



(13.) JE tf K +i*V+i = C, 

wo C eine Constante bedeutet. Wendet man nun das System (12.) für 
a = 9 an, so verschwinden die zweiten Summanden rechts, weil jeder von 
ihnen als partielle Ableitung der in (13.) stehenden Summe nach a l7 oder 
/?! oder y x den Werth Null hat. Denn die dabei wieder vernachlässigte 
Bedingung (1.) kommt in der Definition von r, +1 [A.) (25.) und in der von 
r y (A.) (9.) nicht vor und wird in (A.) nur benutzt, um die geometrische 
Bedeutung von r s+l nachzuweisen. Es folgt also aus (12.) fiir X = s: 

(14) {axß+byp+czß = -^- / 9 1 2' r - +1 






ax +by Y +c* Y = —^ 7l j;-^— 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 1. 4 
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und aus (10.) für Ä = *: 



aa a +bb a +cc a = 



n 



i 



Oft 






(15.) 



aa^bbß+eeß = ^-/?„ 



öö v + bb Y -\- cc v = 



* 



«#+i 



Man setze nun für « t , /9, , y x solche Functionen zweier unabhängigen Para- 
meter a und t, welche (1.) identisch erfüllen. Dann werden x> y> z be- 
stimmte Functionen von o und t, und es gelten also alle Formeln, welche 
in der Abhandlung, dieses Journal Bd. 85 p. 249—262 entwickelt sind. 
Letztere werde im Folgenden mit (B.) bezeichnet 

Wie in (B.) werden Ableitungen einer Function von o und x nach 
einer dieser Variabein im Folgenden dadurch bezeichnet, dass man die 
Variable, nach welcher abgeleitet wird, als Index neben die Function oder 

neben den ersten Index desselben setzt Es ist also -g— = x a ; -^- = a lT , etc. 

Dann ist zunächst, weil a l7 ß u y x als Functionen von o und t (1.) 
identisch erfüllen, 

*i*i*+ßißi.,+riYhi = °i 

also 



«i:A:/i = 



Sei 



ß**Yi* 
ß^Yhr 



Yho «M 



«l,a ßl,o 

«1,1 ßl,T 



(16.) 






= c; 



= ft 



a l,oßl,o 



= fc 



Ar «i,t 

so wird mit (1.) 

(17.) Aa 1 = e; A/^f; hy,=g. 

Das Vorzeichen von A ist bestimmt durch die gegebenen Werthe von 
«i, Ä, yi ((A.) nach (2.)). 

Nach (J?.) erste Reihe (7.) mit der dort p. 253 nach (16 a .) einge- 
führten Bezeichnung und der hier für die Ableitungen nach a M ß Xj y x und 
o, x festgestellten Darstellung wird nun: 



y a *<, 




y««i..+ y/»# 


l.o+JTyyi.a, 


«««1,0 


+ * / s/3l,o+»yJ , l > a 


\yr »t 




y« <*i,T+yßßi, r + y r 7^ > *« °i,t+ */At+ * r n* 




= e 




+/ 


» y y a 

*y 2« 


+ 


y« yß 


» 
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mit (16.), also mit (17.): 



(18-) X=h 



Ebenso folgt: 



«1 


9a *« 


Ä 


9ß */» 


ri 


9r *r 



(18 a .) Y = h 



«1 *a *« 




«i *« y«. 


Ä */» */? 


; Z = h 


ßi *ß Vß 


y, a y aj y 




Ti x y h 



Die in (18.) und (18 a .) enthaltenen Determinanten entstehen auch durch 
Auflösung des Systemes (14.) nach a 9 b, c. Zu diesem Zwecke sei: 



(19.) 



x a 


V* *a 


Xß 


y ß iß 


x r 


y r * r 



»,+1 v =0 "k+1 



Dann folgt ans (14.) mit (18.) und (18".): 



(20.) 



a = 



LX 



b = 



LY 



c = 



LZ 



HR ' AÄ ' w ~~ AÄ 

Da hier die Grössen a 9 b 9 c dieselbe Bedeutung haben, wie in (B.), so 
folgt nach (B.) (17.), dass die dort eingeführte Grösse U flir alle durch 
den Malusschen Satz definirten Flächen den Werth hat: 

(21.) U = ~ 

Oder : Für alle durch den Malw&chen Satz definirten Flächen ist die Grösse 
JC 2 + Y 7 + Z? = U 2 in den von einander unabhängigen Variabein ein vollständiges 
Quadrat, dessen Grundgrösse keine anderen Irrationalitäten enthält, als 
solche, die von vornherein in den Ausdrücken flir die Coordinaten enthalten 
sind. Bekanntlich ist das Oberflächenelement dS2 einer Fläche, deren 
Gleichung dadurch gegeben ist, dass die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes {x, y 9 z) derselben als Functionen zweier von einander unabhängigen 
Parameter o 9 x dargestellt sind, gegeben durch 

(22 a .) dS2 = do dz yX'+r+Z" = Udo dx. 

Daher wird das Oberflächenelement jeder durch den Malusschen Satz defi- 
nirten Fläche mit (21.) gegeben durch 

(22.) dS2 = ^-hdadx. 

Vor dem Oberflächenelemente jeder Fläche ist also das der hier in Rede 

4* 
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stehenden dadurch ausgezeichnet, dass die in der allgemeinen Form (22".) 
enthaltene Quadratwurzel hier in (22.) verschwindet, und also das dS2 der 
hier betrachteten Flächen keine anderen Irrationalitäten enthält als solche, die 
in den Ausdrücken für die Coordinaten schon vorkommen. 

In (£.) (26.) ist die Gleichung für die beiden HauptkrUmmungsradien 
o in jedem Punkte einer Fläche in drei verschiedenen Formen aufgestellt 
Die erste derselben wird hier: 



= 



(.x a +Qa a )a li0 +(x fi +oa ß )ß tta +(x y +Qa r )y lya , (y a +0b tt )a }iO +(t/ ß +ob ß )ß ho +{y Y +0b r )y i>a 
(aJ«+po«)«i,T+(*/»+C«/j)^i,»+(* y +(»Oy)yi.T, (y a +(fK)at,,+(yß+Qb fi )ß ltT +(tf r +Qb r )y ltT 

oder mit (16.): 



= e 



9ß+Q b ß> 9r+Q b Y 



+f 



x Y +oa Y , x a +oa, 

9 r +Q b y, 9*+Q b a 



+ 9 



*a+0<* a , Xß+Qa fi 

y«+p6 a , 9 ß +()bß 



oder mit (17.) nach Division mit h: 

«ii aj.+ po«, y.+ c*« 

(23.) = ß„ Xß+oa ß , 9 ß +ob ß 

Die beiden anderen Formen der Gleichung fttr p in (B.) (26.) ergeben auf 
dieselbe Weise: 



(23 a .) = 



«1, 9a+Qb a) * a +OC u 

ßu 9ß+Q b fi> *ß+(>Cß 



= 



«i, s a +oc a , x a +oa a 
ßi, Sß+QCß, Xß+oa ß 
Y\, 3 y +oc r , x Y +oa r 



T» 9r+V b r> *A 0C r 
Aus (14) und (15.) folgt leicht das folgende System mit der Bezeichnung 
in (19.): 

a(x a +0aJ + b{y u + ob a ) + c{z a + oc a ) = a,(^L+o-£—\ 



h+1 



(24.) {a(Xß+0aß) + b{yß+Qbß)+c{Sß+(>Cß) = ß\L+o--^-), 

Setzt man die hieraus folgenden Werthe von «„ /?„ y x in die Gleichungen 
(23,) und (23 a .), so gehen diese nach Division mit c oder a oder 6 über 
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in die eine Form der Gleichung fttr p: 

!#«+(*««, y a + Qb„ *„ + pc, 

(25.) 



= 0. 



(26.) (*'-*" 



Xß+Q<*ß, Hfi+Qbß* *ß+Q c ß 
x y + (>a y9 t/y + Qby, z y + qc y 

Diese ist in Bezug auf p zwar dritten Grades. Multiplicirt man aber die 
Glieder der ersten Vertiealreihe der in (25.) enthaltenen Determinante mit a 9 
die der zweiten mit 6, die der dritten mit c und addirt die Glieder der 
Horizontalreihen nach irgend einer Vertiealreihe hin, so folgt mit (24.), dass 

die Determinante in (25.) übergeht in (l+p *' J multiplicirt mit einer 

der in (23.) oder (23 a .) enthaltenen Determinanten. Die Gleichung (25.) 

n 2 

enthält also den überflüssigen Factor L+g ,' . 

Sind p, und p 2 die beiden aus (23.) oder (23 a .) folgenden Werthe 
von p, so sind nach (2?.) (24.) die Coordinaten der zugehörigen Krümmungs- 
mittelpunkte gegeben durch: 

& =#+Pia; *li = y + Qib; & = * + PiC, 
+p 2 «: ni — y+Q^b; & = z + (> 2 c 9 

wo €9 l, £ die rechtwinkligen Coordinaten der Krümmungsmittelpunkte 
bedeuten. 

Lässt man a l9 #„ y x sämmtliche mit der Gleichung (1.) verträgliche 
Werthe durchlaufen, so werden die Gleichungen (26.) die Gleichungen der 
Krümmungsmittelpunktsfläche jeder durch den Malusschen Satz definirten 
Fläche. Oder, ersetzt man a l9 ß l9 y x durch Functionen von o y % 9 welche 
(1.) identisch erfüllen, so stellen die Gleichungen (26.) die Coordinaten der 
Punkte der Krümmungsmittelpunktsfläche jeder durch den Malusschen Satz de- 
finirten Fläche in eindeutiger Weise als Functionen zweier willkürlichen Para- 
meter dar. 

Endlich lehren die Gleichungen (23.) und (26.), dass es zur Her- 
leitung der Werthe von p und der Gleichungen der Fläche der Hauptkrümmungs- 
mittelpjunkte nicht nöthig isl 9 in die als Functionen von a l1 ß l1 y x gegebenen 
Ausdrücke für x 9 y 9 z; a 9 b 9 c die unabhängigen Variabein a und r einzu- 
führen. Sondern die Gleichungen (23.) und (26.) geben alle diese gesuchten 
Grössen direct als Functionen der ursprünglichen durch (1.) von einander 
abhängigen Variabein « n /? n jv Es wäre nun wünschenswerth auch 
für die Krümmungslinien jeder durch den Malusscheu Satz definirten Fläche 
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Ausdrücke in den ursprünglichen durch (1.) von einander abhängigen 
Variabein herzuleiten. Dazu ist noch eine Gleichung zwischen den a x , ß x , y, 
aufzufinden, von der feststeht, dass sie mit (1.) die zu den Funkten der 
Krttmmungslinie gehörigen « 1? /9 n y x liefert. 
Nun ist im Allgemeinen: 

(27.) da, s dß x : d r% = (« M o'+ a 1>T ) : (ß lt0 o'+ ß hT ) : (y,, a o'+ y M ) , 
da 



wo a = 



dx 



Für die Krümmungslinien hat das a' die in der Abhandlung (&) 
unter (26 a .) gegebenen Werthe. Mit dem ersten derselben folgt: 



Bt-\-QOt, «I,t 



(x a -\-Qa a )a lt0 ->f (xß+Qaß)/3i <a +(x y +eo r )ri,„, «i >0 
_ (*a+Qaa)"i,T+Qi>fl+Qaß)ßi.t+(xy+ea r )ri,T, «1,T 



_ — ( g j? 4- g«/?)g+ (^y+e«y)/' 

mit (16.), und mit (17.): 



(28.) «,,„<*'+ «,, T = 

Auf dieselbe Weise erhält man: 



x a -\-ga a 



(28 



\(hoO'+ß hr = 






y, , x r + (>a Y 



Xo+Qao 

Führt man (28.) und (28°.) in (27.) ein, so folgt, dass die den Krümmungs- 
linien zugehörigen Werthe von «,, /?,, y x dem folgenden Systeme von 
Differentialgleichungen genügen müssen: 



(29.) da, : dß, : dy x = 



y x , x y + Qdy 



«i , a?„+ (ta t 



ßl , X ß + Qü ß 

y,, x Y +ga Y 

Mit dem zweiten und dritten Werthe von a' aus (B.) (26".) erhält man die 
Differentialgleichungen der Krümmungslinien in den folgenden Formen: 



«1 j «a+ Qo a 

ßi , Xß+ 9 a ß 



(29°.) 



«fei : dßi : rfy, = 



rfa, : rf/3, : diy x = 



ßu Üß+Qbß 
A , &ß-\r QCß 



Yn y r +(> b r 

«i , y a + qK 

Yu *y+P c y 

«1 , *«+ CC a 



«i , y«+ (»6« 

«1, *«+pC a 
A , *ß+ QCß 
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Die drei Formen (29.) ' und (29 a .) sind identisch. Denn bezeichnet man der 
Kürze wegen die drei in irgend einer der Gleichungen (29.) oder (29 a .) 
vorkommenden Determinanten der Reihe nach mit (I), (II), (III), so gelten 
wegen der Form dieser Determinanten die eine und wegen (23.) und (23 a .) 
die beiden anderen Gleichungen des folgenden Systemes: 

(^+eO(i)+(^+poA)(n)+(^+ e a y )(iii) = o, 

(* a + QC m ) (I) + (* ß + QC ß ) (H) + (z Y + qc y ) (III) = 0. 

Mit (25.) verhalten sich also (I), (II), (III) wie dieselben drei Unterdeter- 
minanten der in (25.) vorkommenden Determinante. 

Die Integration eines der Systeme (29.) oder (29°.) giebt also die zu 
den Krümmungslinien gehörigen « M ß x , y x . Dabei darf von der Be- 
dingung (1.) abgesehen werden. Denn jedes der drei Systeme liefert sofort: 

Mai+ßidßi + T'irfj'i = 
oder als erstes Integral: 

(30.) a\+ß> + r l-C = 0. 

Nach Auffindung des zweiten und letzten Integrals ist dann der Constanten 
C in (30.) der Werth 1 zu ertheilen. 

Zu den in der Abhandlung (A.) pag. 234 Zeile 12 und 13 von unten 
erwähnten Aufgaben gehört auch die folgende: 

r, + i als eine solche Function der Grössen a M /? n y x zu bestimmen, dass 
die Strahlen (A.) (10.) Tangenten der Fläche (A.) (12.) werden. 

Zur Untersuchung dieser Aufgabe werde der Kürze wegen die zu 
bestimmende Function r, +1 mit r bezeichnet und, wie oben, a s+l = a, 
ß B+l = 6, jvh = c gesetzt. 

Dann sind die Coordinaten jedes Punktes der zu bestimmenden 
Fläche nach (A.) (11.) gegeben durch: 

(31.) x = x,+ar; y = y 9 + br; z = z t + cr 

als Functionen der Grössen a,, /$,, y n zwischen denen die Bedingung (1.) 
besteht, so dass x, y, z auch als Functionen zweier von einander unab- 
hängigen Variabein o, r angesehen werden dürfen. 

Mit der Abhandlung (B.) und genau wie in dieser Abhandlung von 
(16.) bis (18 a .) folgt dann, dass die Cosinus der Winkel, welche die im 
Punkte (x, y, z) der Fläche (31.) errichtete Normale mit den positiven 
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Richtungen der Coordinatenaxen bildet, proportional sind respective den 
drei Grössen: 



(32.) 



Soll nnn der durch (x 9 y, ») gehende Strahl (A.) (10.), wie es die gestellte 
Aufgabe verlangt, die Fläche (31.) in (x, y 9 ») tangiren, also auf der in 
(x 9 y 9 z) zur Fläche errichteten Normale senkrecht stehen, so muss nach 
(32.) die zu bestimmende Grösse r so gewählt werden, dass 



«1 Va *. 




«1 *« Ba 




«i *« y. ! 


ßi Vß *ß 


• 


ßi *ß Xß 


• 


ßi x ß Vß 


r* y r *y 




Yl *Y X Y 




Yi x r yr 



(33.) a 



«l Va *« 




a l *a X a 




ßi Vß iß 


+ b 


ßi *ß Bß 


+ c 


ri Vy *r 




y x z Y x y 





«1 *a y a 

ß\ Xß Vß 

r> x y y^ 



= o 



wird. Entwickelt man nach a,, ß lt y,, so geht (33.) tther in: 



(34.) «, 



a Xß x y 




O Xy X a 




ö X a Xß 


b yß y Y 


+Ä 


b y r y° 


+ y» 


b y* yß 


c i ß z y 




C Zy Z Q 




c z a z ß 



= 0. 



Um die Gleichung für r zu gewinnen, flihre man die Werthe. von x, y 9 z 
aus (31.) ein. Lässt man die Theildeterminanten fort, welche wegen Ueber- 
einstimmung einer ihrer Verticalreihen mit der ersten den Werth Null haben. 
so folgt: 



a, 



(35.) 



<*> x.,ß+ r <*ß , x, <r + r a Y 

b > y,,ß+ rb ß> y*,r+ rb r 
c, *.,ß+rc ß , *,, r +rc y 



+ Ä 



a > x ;r+ ra r» X ;«+ ra a 

b > y., r + rb r> y>,°+ rb « 

c,z., y +rc Y , \ a +rc a 



o, x, ta +ra a , x, tfi -\- ra ß 



+r> 



= 



b , y,, a +rb a , y,,ß+rb ß 

c, *,, a +r c a , s,,ß+rc ß 

oder eine quadratische Gleichung ftlr r. Es erhält also r zwei Werthe r, 
und r 2 . Die gesuchte Fläche zerfiillt daher in zwei, deren Gleichungen 
aus (31.) folgen, indem man r, und r 2 an Stelle von r setzt Die gestellte 
Aufgabe ist damit gelöst 

Aber aus geometrischen Gründen wird klar, dass die jetzt bestimmte 
Fläche (31.) die Krilmmungsmittelpunktsfläche derjenigen sein muss, auf 
welcher alle Strahlen (A.) (10.) senkrecht sind. Es muss daher Fläche {dl.) 
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Krümmungsmittelpunkts fläche der durch den Malusschen Satz definirten Fläche 
sein, oder die Gleichungen (31.) müssen mit den Gleichungen (26.) identisch 
übereinstimmen. 

Um dies noch näher nachzuweisen, bezeichne man die Coordinaten 
eines Punktes der Fläche, auf welcher alle Strahlen (A.) (10.) senkrecht 
sind, mit x s+l1 y, +1 , s, +1 , wie dies hier schon in der auf (4.) folgenden 
Zeile geschah. Dann ist nach Abhandlung (A.) (11.): 

(36.) x 9+l = x t + «r, +1 ; y, +1 = y,+ br s+1 ; a, +1 = *,+ cr, +1 
mit der oben eingeführten Bezeichnung a 9 b 9 c für respective a, +1 , ß, +l , y J+1 . 
r, +1 in (36.) ist die durch {A.) (25.) definirte Function der Grössen a u ß x , y k . 

Führt man die aus (36.) für x s1 y s1 &, folgenden Werthe in (31.) 

und (35.) ein, und setzt: 

(37.) r-r 8 + t = u, 

so geht zunächst (31.) über in: 

(37 a .) x = x 9+1 +au ; y = y 9 + x +bu; z = », +1 +c«, 

und (35.) in: 



a t 



(38.) 



a, x t + ltY +ua Y , x,+ lta +ua c 

b > y*+h Y + ub Y> y,+i,a+ub c 

C, Z s +l,y+UC Y , * s+ i ta +UC c 



b, y,+i,ß+ub ß , y 9 +i, Y +ub Y + ß t 

c > **+i,ß+ uc ß9 «t+Ly+^y 

+Ti b > y*+i,a+ub a , y 9 +i, ß +ub ß = 0, 

°9 *,+l,a+ttC a , *,+i,ß+VC ß 

wenn auch hier wieder die Theildeterminanten, welche aus demselben 
Grunde wie bei (35.) verschwinden, gleich fortgelassen werden. 
Entwickelt man (38.) nach a 9 b, c, so folgt: 



(39.) 



ö Äj &+i,n+*fy, * 9 +i,ß+*c ß +b 
fri y*+hy+ ub r> «i+i,r+ ,tt V 

+ c Ä, av^/rf«»^ ys+i,ß+ubß 

Yn a?, +If y+na y , y,-fi,y+«6y 

Die Grössen a?, +1 , y f+1 , « #+1 bedeuten, wie wiederholt bemerkt wurde, 
dasselbe wie die Grössen x, y, & in den Gleichungen (14.) bis (26.) dieser 
Abhandlung. Das aus (14.) und (15.) gewonnene System (24.) gilt seiner 
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«15 »i+l.o+tMk, «,+!,•+ ***« 

ßn **+i t ß+ue ß9 x s + ljß +ua ß 
Y\, * f+ i,y+iiCy, x t + hY +ua Y 



= 0. 



(40.) D = 
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Herleitung gemäss nicht nur für die darin vorkommende eine feste Bedeutung 
besitzende Grösse q, sondern auch dann, wenn unter q eine ganz beliebige 
Grösse verstanden wird. (24.) gilt also auch, wenn das u aus (39.) an 
Stelle von p gesetzt wird. 

Es mögen nun die drei in (39.) vorkommenden Determinanten der 
Reihe nach mit D x > D y , D t bezeichnet werden, während D die folgende 
Grösse bedeuten soll: 

x^i fß +ua ß9 H*+uß+ ub ß> *<+*,ß+ uc ß 
x s +i, Y +ua Y , y,+i, Y +ub Y , Ä, +1| y+tic y 

Löst man dann das System (24.), nachdem in demselben t* für p geschrieben 

ist, nach a, b, c auf, so folgt: 

(41.) a .D = (L+u.^\D x - b.D=(L+u--^\D y -, c . D = (h+u>-^\D t . 

Führt man die hieraus für D x , D yi D s entstehenden Werthe in (39.) ein, 

so geht (39.) über in: 

D(a 2 +b 7 +c 7 ) = 0, 
oder in 

(42.) D = 0. 

Die Gleichung für u ist also in die vorstehende Form übergegangen und 

erhält nun mit (42.) aus (41.) auch noch die drei anderen Formen: 

(42*.) D x = D y = D, = 0. 

Die drei Formen (42 a .) der Gleichung für u sind identisch mit den drei 

Formen der Gleichung für p in (23.) und (23 a .), während (42.) mit (25.) 

identisch ist. Es folgt daher: 

« = Q, 

was in (37 a .) eingesetzt: 

(43.) x = x s+l +Qa; y = y,+i+(>b\ * = *,+i+P c 
ergiebt. Weil nun die in den Gleichungen (26.) enthaltenen x, y 9 z die- 
selben Grössen sind wie die in (43.) vorkommenden a?, +l , y, +! , s, +1 , so 
sind die §, rj, £ der Gleichungen (26.) übereinstimmend resp. mit den 
x, y, ss in (43.), oder die durch (31.), (37 a .) oder (43.) bestimmte Fläche 
ist die Krümmungsmittelpunktsfläche der durch den ifa/wschen Satz de- 
finirten Fläche. 

Berlin, November 1878. 
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Sur le däveloppement d'une fonction suivant les 
puissances croissantes d'un polynöme. 

(Par M. Laguerre ä Paris.) 



I. 

Considärations präliminaires. 

1. J^tant donn£e une fonction f{z) d^veloppable suivant les puissances 
croissantes de z et F(z) d&ignant un polynöme en * du degr£ m, on peut 
d^velopper f(z) suivant les puissances croissantes de F(z) et poser 

(1.) f{z) = A +A l F(z)+..-+A n F*(z)+-, 

les coefficients -4o, A x , . •., A n1 ... &ant des polynömes en z du degr6 
m—1. Jacobi a donn6 la m&hode qui suit pour obtenir ces coefficients*). 
On d&luit de l^quation (1.) 

F*+ l (s) F»+ l (z) ^ F»(z) ^ ^ F 2 (ä) ^ F(ä) -r"n+i-rs* n+7 r^)-r , 

imaginons que toutes les fractions contenues dans cette £quation soient 
d£velopp6es suivant les puissances d£croissantes de z, on voit que dans le 

second membre les termes de Fordre de — , -f , . . • -^- ne proviennent 
que du ddveloppement de -™rV. Si donc on d£signe par 

r"+~75~ + # " + 



z ' z* ' ' a TO 



la partie du d^veloppement de F [n+\) qui renferme les puissances negatives 

de z infßrieures en valeur absolue ä m+1, il en r^sulte que A n est £gal 
ä la partie entere du produit 

fl«>(4-+-5-+™+-£)- 



*) Erdwickelung nach den Potenzen eines ganzen Polynoms, ce Journal t. 53 p. 103* 

5* 
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2.* Soit en glnlral ä d^velopper la fonction f(*x) suivant les 
puissances croissantes du polynome F(z). 
Posons 

f{*x) s= a i} +a l zx+a 2 s l x 2 +*"-\-a i 3 i x?+'*'j 

et 

On voit ais&nent que les coefficients J? M J? 2 , . -.* B m sont respectivement 
de Vordre mn+m— 1, mn+ro— 2, ..., ron par rapport k la lettre x et, de 
la m&hode dornte par Jacobi, il r£sulte imm&Liatement que ces nombres 
d£signent aussi l'ordre des fonctions 

n. 

Däveloppement de e* suivant les puissances d'un polynome F(s). 

3. Soient *,, * 2 , ... * m les ro racines de l^quation F(s) = 0; je 
supposerai qu'elles soient toutes inegales et poserai 

(2.) e" = Z(U n * m - i +U nA z^+-.-+U Htm _ 2 s+U n ^ 1 ) ^ n • 

En ^galant entr'elles les d£riv£es par rapport a a des denx membres de 
cette öquation, il vient 

xZ(U n s*- i +U nA * m -*+...+U m , m _ 2 s+U H , m _ 1 ) • ^'ff w 
= ^•((m-l)ü <g "'-H("»-2)^.^''- 3 +-+t;., w _ ? )> J'g,, 

on encore, en posant 

9 » j ( ü '.* m " 1 +^a" , - 2 +-+ü„ n ,-2*+^.m-i)^(a) 
( ^ • J f = (A nS '- i +B n z m - 3 +"-+H n s+K n )F( S )+a H i'- l +ß. S m - i +-+ XH!i +k H , 

xZ(U.*- i +U ntl * m - i +:-+U n>m _ iS +U n>m _ 1 )- u ^l mH 

+ i(a..- + A,-+... + *.,+a t> ). Tä 5^- ir . 
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D'oü les relations suivantes 

(3.) 

Comme les quantit^s «„+!, /3» + i, ... K+\ s'expriment lin^airement en fonction 
de U n +u Ü* +M , ... ir -+I>w _ M on voit que ces coefficients sont de la forme 

M+Nx, 

M et N &ant des fonctions unfaires de U n9 t/,,, ... U Htm _ x . 

Si d'ailleurs, dans l^quation (2.), on fait successivement s = *i, 
j5 = j5 27 ... et s = s m , on a les relations 



d'oü Ton conclnt que üy, ü^, ... üu, ro _i sont des fonctions lin^aires de 
e* 1 * e* aX , . . . e Zm * et k coefficients constants. 

Par suite U n + X , t/» +J ,i, .... #»+i, ro -i sont des fonctions Unfaires de 
ces memes quantitäs, les coefficients &ant des polynömes entiers en x du 
degr£ n+1. 

4. II r£sultc de ces consid&ations que U n est de la forme 

M x e* lX + M 2 e z * x + • • • + 3f m eV 

les coefficients M XJ 3f 2 , ... M m &ant des polynömes entiers en x du degr£ n. 

D'apräs ce que j'ai dit plus haut (No. 2), on sait que le d^veloppement 
de U % suivant les puissances croissantes de x commence par un terme de 
l'ordre de a? mw + m - 1 ; d'oü cette proposition importante: 

Les polynömes M x , M 7l ... M n ont precisement les ealeurs pour les- 
quelles Texpression precedente est de Vordre le plus eleve possible. 

En effet ces divers polynömes £tant du degr£ n renferment seulement 
*ii(»+1) coefficients arbitraires et, en disposant de ces coefficients, on ne 
peut annuler dans le d^veloppement de la fonction que le terme constant 
et les termes en x, x 7 , ... et x mn+m ~ 2 . 

La proposition est donc d£montr£e. 
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5. Les formules (3.) permettent de calculer par voie räcurrente les 
diverses fonctions t/„; il est facile d'obtenir l'^quation diffßrentielle Unfaire 
du n me ordre ä laquelle satisfait U n . 

A cet effet, et pour simplifier les calculs, je supposerai d'abord que 
le polynöme F(z) est divisible par z. En ^galant entr'elles les d£riv6es 
par rapport ä x de l^quation (2.), il vient 

"H dx * + dx * ^ ^ dx *^ dx ) 1.2.3...« 

or, si Ton pose 

F(s) = g r+ m m - l +bz m -*+ — + h 
on trouve ais^ment 

U n z m + U ntl z m - l + • • • + IU-« *'+ Rh— i * 
Portant cette valeur dans la relation pr£c£dente, on a 



2 



\(b T cb* Tr &* r (b / 1.2.3. ..n 



= *»+!)"■ 1.2.3. ..»+l) 

+^KD r „ t -aD.)»- 1 +(^-ftD r ,)»'-'+-+(D„,^-/D r .)»| ,.%'ff., ? 



d'oü les relations 



dU n TT rT 



dx 

dU n .t 
dx 



= U^-bU., 



que l'on peut mettre sous la forme suivante 



(4.) 



dx 
TT d>U n , n dU n ... 

d m ~*U d m ~ 2 U H 

ST = " U ** 
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6. D'apr&s la premtere des relations (3.), on a 

(5.) a?tf„, m -i = U ntm _ 2 +nK n +l n+1 -, 

calculons les valeurs de K n et de i n+1 . 

L^quation (2 # .) donne d'abord, ä cause que F(z) est divisible par z, 

On döduit de la mßme ^quation 

A n Z + D n Z + ••• + /!„ = ^TT 

^U^^+U^^ + ^ + U^^+U.^)^^ 

d'oü Ton voit que K n est le terme constant dans le d£veloppement de 

on encore, si Ton d^signe gön&alement par s p la somme des p mea puissances 
des racines de l^quation F(z) = 0, dans le döveloppement de 

On en d^duit 

K n = 8 m _ 2 U n +s m _ 3 U nfl + -~+mU nfm _ 2 

et, en vertu de l^quation (5.) 

Prcnons les d£riv£es des deux membres de cette £galitö; en ayant ögard 
aux relations (4.), ü viendra 

On a d'ailleurs, en vertu de relations bien connues et dues ä Newton, 
au moyen de ces relations l'^quation pr£c£dente devient 

/ d m ~ l U d m --IT du \ 

7. II est facile de passer, en faisant un changement de variable , du 
cas oü F(i) est divisible par z 9 au cas g£n£ral. 



40 Laguerre, dtveloppement suivant les puissances croissantes (Tun polynöme. 



On obtiendra sans peine la proposition suivante: 
Si Ton pose 

F(z) = * m +a* m - 1 +6* m - 2 +. • • + **+/, 

la fonction U n satisfait ä l^quation lin&ure du » me ordre 



(6.) 



da?* ' " dx w ~ 1 ' ' n dx 

U n &ant une Solution de cette äquation, il est clair que la Solution la plus 
g£n£rale sera dornige par l'expression 

y = C l M l e?>*+&M 2 e^+-'-+C m M m e~ x 9 
oü C l7 C 2? . . . et C m d£signent des constantes arbitraires. 

HL 
8. Pour integrer l^quation pr£c£dente et en d^duire l'expression de la 
fonction U H , je rappellerai d'abord quelques r&ultats importants dus ä Lagrange *). 
A toute ^quation diflförentielle lin&rire du m me ordre 



(7.) 



A^ + B^ + ...+K^L+Ly = 



dx"' dx'"- 1 ' ' dx 

se rattache une autre £quation du meme ordre 
(8.) 



&^)-^( B «)+"-±'^^+ Lu = o; 



c'est l^quation adjointe de la premi&re et quand on en a l'int^grale compl&te, 
on peut integrer l^quation propos^e. 

En d£signant en effet par u t , %h , . . . u m m integrales distinctes de 
l'£quation (8.), on sait que Tintögrale g£n£rale de l'^quation (7.) est donnäe 
par la formule 

d m ~ 2 u. du. 



y = A m " l e J A 



dx 



a 



ß 



da?*- 2 

d m ~ 2 u 9 
dx m ~ 2 



dx 
dx 



fii 



«2 



d<»- 2 u 



m 



du 



m 



• • 



dx m ~ 2 dx 

oü a, ß, . . . I d^signent des constantes arbitraires. 



u 



m 



*) Solution de di/firents problemes de calcul integral. Oeuvres de Lagrange, 1. 1. p. 472, 
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9. Relativement k l'^quation (6.), l^quation adjointe de Lagrange est 

d ni d m ~ l d m ~ * 

-^— r (a:w) — -^-^zrr («or — w/w) w + -^— ^^ (6a; — « (m — 1) a) w -1 — = 0, 



£quation qui peut se mettre sous la forme suivante 

/ d m u d m ~ 1 u , , d m -' l u , . \ 



+(»+ 1 )( m -£^-C B - 1 )° J £S-+-+*«) = °. 



et la m&hode de Laplace en donne imm&liatement m integrales distinctes, 
ä savoir 

ti 1 = / ±x e-' x F /, (/)rf/, t^ = f ±m e- ix F n (l)dt 9 . . . u m = f ±CC e- tx F\t)dt. 



f m 



Dans ces integrales le signe de la limite sup&ieure doit etre choisi de teile 
sorte que pour cette limite e~ tx s^vanouisse. 

Si maintenant on remarque que, pour l'öquation (6.), on a 

A = x et B = ax~nm 
et par suite 

-f-dz 

e A = x'^e-"*, 
on voit que Tint^grale generale de l^quation (6.) est donn£e par la formule 

a f ± *e- tx F n (t)t m -'dt • • • f ±% e' tx F" '(*) dt 



y = a.'«»+m-l e -a* 



ß /'*%-* F-(/)r-* 



dt 



• • • 



~ e-"F n (t)dt 



X y ±a> e-' x F'(t)t m - 1 dt 



• • • 



f ± *e- tx F n {t) 



dt 



"m 



"m 



10. 11 faut maintenant d&erminer les constantes arbitraires a, ß, . . . I 
de teile fagon que l'expression pr£c£dente donne la valeur de la fonction U H . 
Or une proprio caract^ristique de cette fonction consiste en ce que son 
d£veloppement suivant les puissances croissantes de x commence par un 
terme de l'ordre de a?'"* 4 " 7 "" 1 ; il suffit donc de d&erminer les constantes de 
teile sorte que le d^veloppement du d&erminant, contenu dans la formule 
pröc&lente, ne renferme pas de puissances negatives de x. 

C'est ce qui aura Heu si Ton fait 

« = /? = ... = i= 1; 
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par une transformation facile, on peut mettre alors le d&erminant bous la 
forme suivante 



J = 



J r% ' m e' tx F n {t)t m - 2 dt f'-e-^FUftt 
/ Hm tr"F m (t)r- i di P m e- ,x F''(Jk)t' 



dt 



dt 



• • • 



• • • 



y' m e-"F m {f)dt 

*i 

f' m e- tx F'(t)dt 



dt 



f a e- ,x F n (t)r- i dt y' m e- a F n (f)e a - 3 dt • • • f' m e- tx F'{f) 

*m-l *m— 1 *m-l 

et comme chacune des integrales, qui constituent les &£ments de ce d&er- 

minant, a un d^veloppement de la forme a+ßx+yx 2 , il est clair que le 

d^veloppement du d&erminant lui-m6me ne renferme aucune puissanee 

negative de x. 

On a donc 

U n = ar n+m - 1 e~ ar ^/; 

si Ton pose pour abr^ger 

oü i>h est une fonction rationnelle de x dont le d^nominateur est une 

puissanee enti&re de x, il vient 

1 e—> 1 , ro _ 2 . . . e—* ltO 
1 e"* i>m _ 2 . . . e-~ 2 ,ü 



ou encore, en faisant passer e~°* dans le d&erminant et en remarquant que 



e -ax __ ß (*i+*i+«+« m )* 



} 



U n = a?"-*'»- 1 



On en döduit 



V v l,m— 2 • • • ^1,0 

e ^2,m— 2 • • • ^2,0 



An* 



m,m—2 • • • ^«,0 



M x = a; 



wm+m— 1 


02,m-2 
03,m-2 


0,,»,-3 
®3,m-3 


. • • 
• • • 


02,0 
©3,0 








0«,m— 2 


^m,m-3 


• • ■ 


™m,l) 
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et des formales analogues donneraient les valeurs des coefficients M 2 , M Zl ... M m . 
H serait faeile d'exprimer J au moyen d'une integrale multiple, mais je ne 
m'&endrai pas davantage sur ce sujet*). 

IV. 
D6veloppement de e* x suivant les puissances de *(*— 1). 

11. Soit 

(9.) e~ = 2(V u +*U m ) *]%-]* ; 

en prenant la d£riv£e de cette £quation par rapport k x, on a la relation 

ou bien, comme Ton a identiquement 

*V n +*'U n = »{»-1)U.+»(U.+ V.), 

d'oü 

En prenant la derivee de l'equation (7.) par rapport ä *, il vient 

*«ft^.+ «l/j 1 2 n - ii/.—— — _ 

+J(F. + .pr.)(2-l) r^V-V) » 
on bien, comme Ton a identiquement 

(V n +sU H )(2s-l) = 2UM»-l)+{U a +2V m )»-V 9t 

4-^((^+2F,) g -F,) ^^7; . 

On en d^duit 

, n \xV n = (2n+l)U n -V n+1 
K ' } \xU, = U n+1 +2V n+l , 



*) Voir sur cette question une lettre de M. Hermite ä M. Borchardt insöröe dans 
le Tome 76 de ce Journal. 

6* 
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d'oü en £liminant V n et V n+l 

(12.) U n + 1 +2&*+l)U u -x'U m - l = 0. 

H suit du reste des consid£rations g£n£rales developp^es pröc^demment que 
U n satisfait k l^quation diff&rentielle Unfaire du second ordre 

12. De l'^quation (9.) r^sulte imm^diatement que Von a 

V„=l et U =e'-1; 

des formules (11.) on tire U l = e e (x—2)+x+2 et la formale (12.) permet 
de calculer de proche en proche les valeurs des diverses fonctions U m : 

ü 2 = <?(x' i -6x+12)-(x' , +6x+12), 

0, = e*(j^-12jj ? +60j;-120)+aj 3 +12a; , -J-60x+120, 

En g£n£ral, si l'on pose 

F(x) = aj--»(«+l)« B " 1 +^fe^-(»+l)(n+2)jj"- 2 -".±(»+l)(»+2)...(2«-l)2» 
et *(x) = F(— a?), on a 

puis, en vertu des formules (10.) 

J^= 1, \\ = e°-(x+l), V 2 = e°(2x-Q)+x'*+4x + 6 

et en g£n6ral 

V n = e*FV) + *(*)- *'(*)• 

V. 
D6veloppement de ^(/+a?a) suivant les puissances de z(z— 1). 

13. L^quation (9.) peut s^crire de la fa§on suivante 

*"+*''+*'-A- +•••+*■ -db- - ^ r -+' u -i J &&' 

si on ordonne suivant les puissances croissantes de x les coefficients V n et 
U n qui entrent dans le second membre, cette £quation sera satisfaite identi- 
quement et par cons^quent subsistera si on remplace x l par x iy quelle que 
soit d'ailleurs la valeur attribuee ä cette quantit£. 



*) Sur les fonctious U n voir le Memoire de M. Herrn ite Sur la fonction expo- 
nentielle, p. 4. 
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Posons, en d£notant les d£riv£es ä la mani&re de Lagrange, x,= a?Y*°(/), 
x et t d£signant denx variables arbitraires; l'expression symbolique e* x aura 
pour valeur f{t+xz); nous aurons donc le d£veloppement suivant 

oü t> n et ti, d^signent ce que deviennent respectivement V n et U n quand, 
apräs avoir d£velopp£ ces expressions suivant les puissances croissantes de 
x, on y remplace x { par aff^iß). 

Par cette Substitution, e* se transforme en f[t+x), xe 1 en xf(t+x) 
et g£n£ralement oft? en atf^it+x)] on obtiendra donc facilement les va- 
leurs de u H et de v H et en particulier on aura 

u n = (— l)"2if(2»— l)...(fi + 2)(ü+l) 
14 On deduit de lä 

* n , nt+X) ~ nt) ~ X 2 1.2 2»(2n-l) 

{ ' } ' »( W -i)(n-2) a! » r (<+«)+ reo , o 

" t * 1.2.3 2n(2n-l)(2n-2) "'^ n > 

oü, si Ton adopte la notation de Gauss et si l'on pose i7(») = 1.2...», 

77(2w) " 

Comme je Tai fait remarquer plus haut (No. 2), le döveloppement de u n 
suivant les puissances croissantes de x commence par un terme de Vordre 
x 7n + l ; R est donc ögalement de Tordre 2w+l. 

15. On aura donc en n£gligeant les tennes de l'ordre 2»+l 

if { t+x)-Kt) - x 2 j-g 2n(2»-i) 

( 14 ) l 

K ' S n(n-\)(n-2)x> r"(t+x) + f'»(t) 

"*" 1.2.3 2n(2n-l)(2»-2) "*" 

Si, dans la relation pr£c£dente, on pose 



• • • 



46 Laguerre, döveloppement suicant les puissances croissanies <Fun polyndme. 

il viendra 

^ ' ' , n(n-l)(n-2) F"(*+*) + F'(t) 



1.2.3 2n(2n— l)(2»-2) 

16. Comme application de la formale (14), posons 

f(x) = arctang«, t = et x = 1; 
on a d'apres une formale bien connue 

f (0 (a>) _ ^ — ; v . — ^Bintiarctg — ), 

par suite 

/*>(0) = (-ir'i7(i-l) sink- 
et 

2 2 

En portant ces valenrs dans l'equation (14.), on obtiendra la formale 
approximative suivante 

M<H -rr-T "- 1 £ ' I C"- 1 )^- 2 ) 4 (n-iX„-2Xn-3) L t 

\xv.j n-^ 2n _ t 2 -t-( 2 «_l)(2n-2) 3 (2n_lX2»-2X2n-3) 4 " r "'' 

oü j'ai pose\ pour abreger, 

. in 

4 = 2sin-^+(-l)-— j-^-; 

2 1 * 

on trouve aisement 

4 = 3, 4 = -l, 4 = -|, 4 = 0, 4 = *, 4 = i, 4 = -V, 4 = 0, etc., 

et 

— Qj. L n ~ i * w— 2 
, 17 . i 7l_ + 2'2»-l 4'2»-l 

<■ ° 7 (n-3)(n-4) 1 ( B -3)(«-4)(»-5) 

T 80' (2»-l)(2»-3) 96' (2n— l)(2n— 3)(2n— 5) "*""" 

En faisant successivement, dans cette formale, n egal ä 1, 2, 3, 4, 5 et 6, 
on obtiendra pour le nombre n les valeurs approximatives soivantes*) 

*) II est ä remarquer que, pour une valeur entiere de n, on doit arreter la formule 
(14.) au terme en L„; on doit avoir egard ä cette remarque dans l'application de la 
formule (17.)- 
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\ 
ti = 3 7 7i = 3+-ß- = 3,166..., 

1 1 

n = 3+- 475- = 3,155..., 

rc = 3+y = 3,142..., 

111 l 

71 = 3 + TT + 2Ö + 11.20.6 6.11.12.14 = 3 > 14158 - 

VI. 
Däveloppement de log(l-f-aaO suivant les puissances croissantes de *(*— 1). 

17. On a identiquement 

1+aj— x 2 z(z— 1) = (l+jsa;)(l+a?— aar); 
on en d£duit 

1+a? g 1_ 

ä a— a?a(a— 1) 1 a? 1 . 1+a? x 

1-J-ssx 1-f-sr— «'»(»— 1) a? 1+aj— aj"a(a— 1) x . ara(a— 1) 

1 T+T~ 

On en d^duit, en int^grant par rapport k x entre les limites z£ro et a?, 
log(l +a a ; )=y"(l + ^( T ^-l)-^ ra -(,-ir)rf a; ; 

si donc on pose 



log(l+«0 = 2(€.+iiO *j* iy , 



on a 

2n dx 

»•■-"■ 






La formale (13.) donne alors en posant, pour abr^ger, 

x 



= x 



i+x 

oü 

R = ( IV "*•) /' *"** 
K ' n(2n)J (l+x)»+ l 

18. En posant dans cette formale x= 1, il vient, pour d&erminer 
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log 2, la formale approximative suivante 



W9 - 3 3 «-1 3 n-2 15 ( w -2)(n-3) 
™&* — 4 16 2n— 1 ^32' 2n-l 16' " (2n-l)(2n— 3) "*" 



• • • " 



dans Tapplication de cette formule, on doit, pour une valeur entere donnäe 
de n, s'arrgter au premier terme qui s'annule. 

En y faisant successivement n £gal ä 1, 2 et 3, on trouve 

log2 = £ = 0,75; log2=2-iV = 0,6875; 1(^2 = 1-^+^ = 0,69375. 

La valeur exacte de ce logarithme est 

0,69314... 

Paris, le 30 mars 1879. 
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Sur les däterminants compos6s. 

(Par M. J. J. Sylvester k Baltimore.) 



Dans Tarticle qui va suivre je m'occuperai de la throne des d&er- 
minants compos£s, regard^e sous an point de vue trös g£n£ral. Comme on 
sait, les d&erminants compos^s sont des d&erminants dont les 616mente sont 
eux-m&nes des d&erminants puis£s dans la m&ne matrice ou, ce qui est 
la m€me chose*), des sous-d&erminants ou d£terminants-mineurs d'un meme 
d&erminant primitif. 

Servons-nous en premier Heu de la notation ombrale ordinaire pour 
repr^senter un d&erminant simple — dans cette notation une ligne double 
c. k. d. une paire de lignes de n ombres 

Gi Ö7 ... ö„ 

1 2 * * * ^*B 

servira ä repr&enter un d&erminant du n me ordre. On peut aussi se servir 
avantageusement de la notation 

01 Ö7 . . . ö„ 9K «i CL 2 . . . OL n 

pour repr&enter la m€me chose. 

Un Systeme de n quantitds a dtant donn£, on se sert ordinairement de 
la notation 

pour signifier 

En changeant un peu cette notation, les expressions 

-2*0! , -2*0! fl*2 , ... 

seront employ^es pour repr&enter Fensemble des termes 

(öi,02, ... a n \ (ö! 02 , a x (h , . . . a*-i 0»), . . . 
au lieu de leur somme. 



*) autant que la matrice est quadratique et non rectangulaire. 
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Un d&erminant compos£ qui se rapporte ä une seule ligne double 

Oj o 2 • • • ö n 

«I «2 • • • «» 

sera repr£sent£ par la notation: 

2cti o? • . • o ( -, % 2a x a 2 . . . ff.. 
Soit p. e. * = 4, la notation 

signifiera le d&erminant composä 

ai(h<h (li<h<l* Ö1Ö3Ö4 020304 

O1O2O3 #iß 2 ß3 ^«2^3 a|0C 2 ß3 
O1O2O3 O1O2O4 O1O3O4 O2O3O4 

a x ct 2 ct^ a l a 2 cii (x l a 2 (x,^ <x l a 2 a^ 

ai€h<h 0|0 2 o 4 O1O3O4 O2O3O4 
a l a i ct A 0^3 a 4 c^c^c^ c^ 03 04 

O1O2O3 O1O2O4 0!030 4 O2O3O4 

ct^ct^ct^ ct 7 a 3 a 4 a2cc 3 a 4 c^c^cc^. 

Ce d&erminant est du 4 me ordre par rapport anx lignes donbles qui forment 
ses £l£ments et qui sont elles-mßmes des d&erminants simples du 3 me ordre. 
La notation 

signifiera de m€me un d&erminant du 4 me ordre dont les £l£ments sont des 
d&erminants simples du 2 me ordre. Enfin la notation 

signifiera le d£terminant 

dl O2 ©3 O4 

a t a, a, a, 



öl 


Ol 


O3 


o 4 


€t 7 


a 2 


« 2 


«2 


Ol 


o 2 


o 3 


o* 


a 3 


°3 


«3 


«3 


Ol 


Oj 


<h 


O4 


a 4 


«4 


a 4 


a 4 . 



La derntere notation £tant äquivalente k 

Oi, 02, 03, ö^ß,, a 2 , a 3 , a 4 
repr&ente le meme d£terminant que Ton £crit plus simplement sous la forme 

($1 O2O3O4& ct^a^a^a^ 
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L'identit^ des valeurs de 

2a i ^2a i et de a l a 2 ...a n X<ct l a< 2 ...ct n 
est nn cas particulier (le cas extreme) d'un th6or&me g£n£ral qui se rapporte 
aux d&erminants compos£s ä une seule ligne double (et que je nommerai 
d£terminants compos£s ä un seul argument). Dans le cas de n ombres a 
et d'autant d'ombres a le th£or£me relatif ä cette classe (la plus simple 
qu'on puisse former) de d£terminants compos6s s'£nonce eomme il suit: 

»— !.■— 2...»— t+l 



U.J-1 

) 

rj Wj . . . Q n 



Ainsi si 1+^ = 11+1 on aura 
car Tindice de la puissance de 

a la m6me valeur „,. !t~Z,. JN dans les deux cas. 

Un cas bien connu de ce th&>r6me est celui oü t = *& — 1. Dans ce 
cas l'indice de la puissance 

devient n— 1; c'est le th£or6me qui affirme qu'en d&ignant par D un ä6- 

terminant du n me ordre et par J le d£terminant dont les £l£ments sont les 

d&iv£es de D par rapport k ses &&nents, on aura ^ = D"~ 1# ). 

Avant de passer au th£or&me plus g6n£ral qui se rapporte aux d&er- 

minants compos£s ä un nombre quelconque de lignes doubles (ou disons 

plutöt ä un nombre quelconque d'arguments) consid&ons d'abord un cas 

special qui est d'un grand int^ret par les applications qu'il admet, ä savoir 

le cas dans lequel on attache ä chaque ligne double dans le d£veloppement de 

2a x «2 • • • &i 9 3K 2a Y a 2 . . . #, 

une ligne double constante 

b l b 2 ...ö p 

ßi p 2 • . . ßp* 
La matrice ainsi modiftee peut 6tre d£sign6e par la notation 

[6 ! 6 2 - • • b p -2T a, ch . . . a i9 ] & [ß x ß 2 . . . ß p 2 a Y a 2 , . . a< l9 ] . 

*) Le thäoröme pour les valeurs gönörales de i a 6t6 retrouv6 rtcemment et in- 
sört dans les Comptes Rendus de l'Acad&nie des Sciences de Paris par un auteur 
distinguä; depuis on a portä & sa connaissance que j'avais d6jä publik le meme 
tbäor&me dans le Philosopbical Magazine de 1851. 

7* 
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Pour n = 2 et p = 2 la notation 

repr&entera p. e. le d&erminant: 

bi b 2 &i 

6x b 2 öi 



6 t 6 2 #? 

6 t 6 2 «2 



Cette classe de d&erminants compos^s peut 6tre d£sign£e sous le nom de 
d&erminants compos<5s ä deux argumenta dont tun est non-distribue. 

Je nommerai p et n les indices de l'&endue de B et de A respec- 
tivement et t l'indice de distribution de A; je me servirai pour le d&er- 
minaiit de la notation B p . { A n ; cela pos£, je dis que Ton a 

B p M m = B°{ABy, 

oü 



^ (n-1)(n-2)...(,i-i) 

(7 — T-R : j 



(ii-1)(n-2)...(>i-.i+ 1) 
1.2. ..(t—1) 



1.2...i 

II y a deux cas particuliers qui pr^sentent un int£rßt special, ce sont 
les cas de t = «— 1 et de t = 1. 

Dans le premier cas on a a = l, t = w— 1, dans le second a = w — 1, 
t= 1. Le premier cas de t = u— 1 donne le thöor&me auquel on est par- 
venu ant&ieurement. Le cas de t = 1 fournit une preuve imm^diate de la 
r&gle connue pour trouver la valeur du d&erminant de la matrice qui r^sulte 
de la multipHcation de deux matrices carr^es ou rectangulaires, comme on 
verra facilement ä Taide du diagramme suivant. 

Imaginons que AB soit rempli de 
n lignes et de n colonnes, DE de n lignes 
et de p colonnes, FG de n colonnes et 
de p lignes d'£16ments quelconques, enfin 
BC de p lignes et de p colonnes de z£ros. 
Cela pos£, et en se servant de AB, AC 
pour repr^senter les d&erminants des £1£- 
ments qui se trouvent dans ces carr£s, 
le produit (AB)— l AC sera 6gal au d£- 
terminant compos6 dont cbaque £l£ment 
G C est le d&erminant du carr£ AB bord£ par 

l'une des n colonnes de DE et par Fune des n lignes de FG. 
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Supposons que tous les &£ments de AB s'^vanouissent ä Tex- 
ception des n &£ments qui se trouvent dans la diagonale AB, et que ces 
derniers soient £gaux ä l'unitä. Dans ce cas, si n est plus petit que p, 
le d£terminant AC s'övanouira; de plus le carrö AB bord£ de la colonne 
CjC2...c n et de la ligne /i^.../,, produira le d&erminant 

(c a ,c 2 ,... c n )(/i, **,... /„) c. ä. d. cJi+c^H VcJ n : 

de lä on tire la consöquence que si Ton multiplie deux matrices rectan- 
gulaires selon la direction de leurs axes mineurs, le d&erminant qui en 
r^sulte est £gal ä z6ro. Dans le cas contraire oü n est £gal ou plus 
grand que p, AC devient la somme des produits de chaque d£terminant de 
Vordre p puisö dans DE multipliö par le d&erminant correspondant puis£ 
dans FG: et dans le cas particulier de n = p, c. ä. d. lorsque les matrices 
DE, FG deviennent des carrds, cette somme de produits se r&luit au produit 
des d&erminants DE, FG: ce qui est la rfegle £l£mentaire de multiplication 
des d&erminants. 

Voilä le point extreme jusqu'auquel j'avais pr6c£demment avanc£ la 
th^orie des d&erminants composds — c. ä. d. jusqu'au cas dans lequel une 
ligne double non - distribu^e s'attache comme une esp^ce de caput - mortuum 
aux lignes doubles puisöes dans les combinaisons des ombres sup&ieures 
avec des ombres infßrieures d'une seule ligne double: mais en y r6- 
fl^chissant je me suis senti dans la nöcessitö morale d'&endre la thöorie 
d'abord au cas oü toutes les deux lignes doubles sont distribu^es et 
puis au cas le plus g&i£ral oü Ton puise dans un nombre quelconque 
de lignes doubles les combinaisons des ombres supörieures et inf&rieures 
(chaque combinaison d'un ordre donn£) et je vais donner l'expression 
g£n£rale des döterminants ainsi composös en termes des d&erminants simples 
qui correspondent aux lignes doubles prises s^paröment ou combin^es 
d'une mantere quelconque entr'elles. Soient A, B, C, . . . L, M, ... Z un 
nombre quelconque i de lignes doubles ; soient a, b, c, . . . I, m, . . . z 
leurs indices d'dtendue: ainsi par exemple A repr^sentera une ligne double 
de la forme 

Construisons le d&erminant compos£ 

a A ß BrC..M 
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a > ß> 7 9 - • • £ ^ nt l es indices de distribution de A, B, C, . . . Z, c. k. d. 
que Ton a un d£terminant dont les 616ments sont des d£terminants repr£sent£s 
par des lignes doubles dans chacune desquelles la ligne sup£rieure est 
formte par la juxtaposition de a des ombres sup&ieures de A, ß des ombres 
sup^rieures de B, . . . £ des ombres sup^rieures de Z et de m6me la ligne 
inf6rieure par la juxtaposition des lignes införieures correspondantes: par 
exemple a A^BW signifiera un d&erminant compos6 de la forme 

Or je dis que le d&erminant a A fi B*C... c Z sera un produit des puissances 
de A, de B, ... de Z, de AB, AC, BC, ... AZ, BZ, CZ et en g£n£ral des 
lignes doubles en nombre 2'" 1 qu'on peut former par la juxtaposition de 
toutes les mani&res possibles d'un nombre quelconque des A, B, . . . Z. 

Pour obtenir les exposants de ces puissances voici la r&gle. Servons- 
nous en g£n£ral de la notation (/, X) pour repr&enter le nombre du binöme 

— ^~ j '^ T i et posons 

(a-1, a) (6-1, £)...(* -1,£) = », 

Vexposant de la puissance de AB...L sera 

(a-l,«-l)(6-l,/g-l)...(/-M-l) m 

(a-l,«)(6-l, ß)...(l-U *) 

Comme v^rification num&ique je remarquerai que Ton a 

(g— 1, q) __ a— a 

(a— i, «— 1) "" a 

Or en regardant une puissance F* comme r6p&ition »-tuple de F, on verra 
facilement que dans le produit de puissances donn£ ci-dessus le nombre 
de fois que les combinaisons « mefl des ombres de A et les combinaisona 
ßmes ^ es ombres de B etc. se trouvent räp&äeg, sera le produit de toutes les 
quantitäs de la forme 

(«-i, «-i)(i+ (a ( !~ 1 < ;: ) 1) ) = ^(«-i, «-D = («, «), 

r£sultat qui s'accorde bien avec la remarque que Vordre du d&erminant 
compos£ dont il est question est 6videmment 6gal au produit (a 9 a) (b, /?)... (*, £). 
Je conclurai en appliquant ä un exemple le th£or6me £nonc£ ci- 
dessus. Consid&ons le d&erminant compos£ m A m 2 B 3 l C 3 oü m> 2, 1 sont les 
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indices de distribntion et m, 3, 3 les indices d'&endue de A, B, C. On 
forme les trois couples de nombres binömes cons^cutifs *) 

1, 

2, 1 

1, 2; 
alors en remarquant que 

1.1.2 = 2, 1.2.2 = 4, 

2.0.2 = 0, 1.1.1 = 1, 1.2.1 = 2, 

1.0.1 = 0, 1.2.0 = 0, 

on en d£duit la cons£quence que 

m A m 7 BSC = A\(AB)\AC){ABC)\ 
Soient 

on anra le d&erminant compos£ du 9 me ordre dont la premi&re ligne est 

«i-«m&i&« c i> fli-Sn*»*»*» «i— «m*!*«^» °i"' a m*» ft » c i» °i - °« & « fe i c >» «i-«»!*! 6 »^» «i-flm&i&sCn a i~«m&«&iC t , ai~.a m &,&jCi, 
«i-«mWy«» *\-*mßißtY» *i~*mßiß*Y*> a i- a mAAyi» a i-«mÄ&yi> «i~« m ÄAy>' a i" a mßißiYi> a *~ a mßiß*Yi> a *~ a tnß*ß*Y\> 

et dont on forme les autres lignes en remplagant 0L x ...a m ß x ß 2 y x successive- 
ment par 

Bf'Bmßlßiy*, *l~-*mßlß*yi, «1 •••*./% A?l , 

*l'»*mßlß*Y*1 «lM.fl.AAy,, 

La valeur de ce d&erminant est donnle par le produit: 

V *!<*,...«„, / \a 1 a i ...a m ß 1 ß 9 ß i ' ^a 1 a % ...a m Y l Y^i^^i a ^'^mß l ß % ß l Y l r%7^ 

Le th£or&me g£n£ral £nonc£ ci-dessus contient le r^sultat le plus g£n6ral 
sur l'dvaluation des d&erminants composis du deuxteme rang c. ä. d. des 
d&erminants dont les fl^ments sont des d&erminants simples. On pourrait 
&endre ces recherches aux d&erminanfs du 3 me rang c. k. d. dont les Hämente 
sont des d&erminants du 2 me rang, et meme aux d&erminants composis 
d'un rang quelconque. 

«Tintroduirai une l£g&re modification dans l'änoncä du th£or6me g£- 
nfral. On peut toujours supposer qu'aux i arguments distribu<£s d<£sign<5s 
par A, B, ... Z soit assocte un t + l me argument non distribuö £2, bien 
entendu que dans un cas donn£ ce dernier peut disparaitre. On n'a pas 

*) On remarquera que 1, 2 sont les coefficients de f°, t l dans (l + O 3 "" 1 * 2, 1 de 
t\ t* dans (1 + *) 3 " 1 et 1, de t m ~\ t m dans (\ + t) m - 1 . 
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besoin de supposer l'existence de plus d'un seul argument non distribu£, 
parce que, s'il y en avait plusieurs, on pourrait toujours les r^unir en un aeul. 
Soient a, b, . . . z les indices d'&endue et a, ß, . . . £ les indices 
de distribution des arguments A, B, . . . Z, et d&ignons comme ci-dessus 
par {a,a) le nombre binöme 

, x a.a— l...a— «+1 

(a > a) = TIZi ' 

par fi> le prodnit 

m = (a-l,a)(6-l,/3)...(*-l,£) 

et par a, b', ... a' les quotients 

I a LI ß I r 



a- a ' b-ß i • • • - »_£ 

Cela pos£, le thäoreme «gen£ral pour 1'eValuation des d&erminants 
compos^s prendra la forme: 

(i2 "AjB b . . . cz.) = P" 
P d&ignant le produit des 2' facteurs 

(ß) 

(ßi4)- , (ßBf...(ßZ)*' 

(i2^JB)°' 6 ' (ßACy™ . . . {SlBCf* . . . 



(S2AB...Z)"' i ~': 

Quand 12 disparaft il faut remplacer (12) par l'unite\ 

Cette formale s'^crit plus aisöment sous la forme logarithmique 
snivante 

±-\og(n°AjB t .jz.)=\og(n)+z^iog(nA)+z^^\og( L nAB)+... 

- + ~T^'"^o g (nAB.^ 

les sommations s'&endant ä tous les expressions semblables. 

II est bon de remarquer que la valeur du d&erminant simple re- 
pr^sentö par la juxtaposition d'un nombre quelconque d'arguments A, B 9 ... 
ne ddpend, ni pour sa valeur, ni pour son signe alg^brique, de l'ordre de 
la juxtaposition, car on a (AB) = (BA) et de m6me pour un nombre quel- 
conque d'arguments. 
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Pour donner une id6e nette du th£o- 
r&ne g£n£ral, faisons disparattre £2 et 
consid&ons le cas de trois argumenta 
A, B, C aux indices d'&endue a, 6, c 
et aux indices de distribution a, ß, y. 
Dans la figure les carr£s A 9 B, C corre- 
spondent aux d&erminants {A), (ß), (C); 
AMBM 1 , AtfCN, BPCF aux d&erminants 
[AB), (AC), (-BC); enfin le carr£ complet 
au d£terminant (ABC). 

Les £l£ments du d&erminant compos£ 
*A a ß B h r C c sont des d&erminants simples 
de Pordre a+ß+y, form£s avec 

« 2 , «A ay, ßa, ß>, ßy y ya, yß, f 

&£ments puis£s respectivement dans 

A, M, N, V t B, P 9 N, F, C. 
Les Clements des d&erminants simples se trouvent aux intersections de 

a lignes qui passent par A, M, N*> 

ß 



A 


M 


N 


M' 


B 


P 


N 


P> 


C 



11 



11 



ii 
ii 



ii 



ii 



ii 
ii 



avec 



Posons 



a 

ß 

r 



colonnes qui passent par 



ii 
ii 



ii 
ii 



ii 



ii 



ii 
ii 



• • • 



M', B, P, 

A, M y N, 
M, B, F, 

N', P, C. 



a' = a-a, ß' = b-ß, 

et nommons d&erminants compl&nentaires du d&erminant (£2 a A/B b ...tZ t ) 
tous ceux dans lesquels un nombre quelconque d'indices de distribution 
a, ß, ... £ sont remplac^es par leurs indices compl&nentaires a', ß' 9 . . . £*. 
Cela pos£ il existe une relation trös-simple qui lie ensemble les 2* d&er- 
minants compl£mentaires. En effet en ajoutant les expressions que fournit 
le fhfor&me gdn&al pour le logarithme de chacun de ces 2 { d&erminants 
compos£s on trouve par un calcul facile que la somme de ces logarithmes 
est £gale ä 
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La quantitä, qui se trouve en parenth&se, &ant ind£pendante de 
ö, /?,...£, on est arriv6 ä ce r&ultat remarquable: de quelque mani&re 
que Ton fasse la partition en deux nombres 

<*><*'> ß>ß', • • • £>£* 
des nombres donn^s a, b, . . . z, la somme des logarithmes des 2' d&ermi- 

nants mutuellement compllmentaires sera toujours, k nn facteur num£rique 

pr&s, la mßme. 

En faisant disparaltre dans le th£or&me g£n£ral l'argument non- 

distribu£ 42, on revient ä la forme premi&re dans laquelle le r&ultat a 

6t6 6ionc6, c. k. d. ä l'lquation 

L'indice de distribution a pouvant prendre toutes les valeurs depuis jusqu'ä 
a, consid£rons le cas particulier de a = a. En multipliant par (a— 1, a), 
nombre qui s^vanouit pour a = a et en posant ce = o, de tous les termes 
de la seconde partie de l'^quation tous ceux qui ne contiennent pas la lettre 
A s'£vanouissent et il vient 

^|^^ = log(^+^log(^B) + ... + X' T i ? ... 7 i ? l«g(^B...Z) 

oü les sommations -2" se rapportent seulement aux arguments B...Z ä 
Texclusion de A. 

Mais dans le cas g£n£ral dans lequel la valeur de a est quelconque 
la seconde partie de l^quation qui donne la valeur de log( fl AjB b ...^Z t ) 
peut 6tre pr£sent£e sous la forme 

^jlog(il)+i' T Ä ? log(iiÄ)+...+^' T ^... 1 I f log(iiÄ...Z)| 
äquivalente ä 

a \og(«AjB b ..M t ) log(PB b YC c ...ZZ t ) 

"T 



a-a (b-i,ß)...(z-i,0 ' (6-l,/S)...(»-l,ö 

Donc puisque _ (o— 1, a) = (a— 1, c— 1), on est conduit a la relation 
(£.) \og( a A/B b ...%) = (a-1, a)log('Ä»... c Z,)-Ka-l, a-l)\og( a AjB b ...%). 
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Je me bornerai au cas particulier de cette formule dang lequel le nombre 
des argnments ne s'^l&ve qu'k deux, et .je passerai k une formale plus 
g£n£rale qui forme une extension de l^quation (&) relative au cas de deux 
argnments. Concevons un carr£ compos£ contenant b 2 carräs simples chacun 
de x 2 &£ments. Rangeant ces b 2 carr£s simples en 6 lignes et b colonnes 
et choisissant ß de ees 6 lignes et ß de ees 6 colonnes on est conduit k 
un d^terminant compos£ de Vordre (6, ß) et que je d&ignerai par * 9/? B xa . 6 . 
Les Alimente de ce d&erminant sont eux-memes des d£terminants composls 
de Vordre ß dont chaque £l£ment est un d&erminant simple comprenant 
x 2 616mente. 

Ayant d&ini le sens de * %ß B n t b , passons k Interpretation de la no- 
tation a A a x%ß B u ^. Concevons un carr£ de a+xb lignes et d'autant de 
colonnes, divis£ en deux carr£s A et B x , de a 2 et de x*b 2 termes respec- 
tiyement, et en deux rectangles de a.xb termes. Choisissons a lignes et 
autant de colonnes qui passent par A, choisissons ß groupes de x lignes 
et autant de groupes de x colonnes qui passent par B x . Les d&erminants 
form£s des (a+xb) 2 termes choisis formeront les llämente d'un d&erminant 
compos£, de Vordre (a,a)(b 9 ß) par rapport k ses £l&nents compos£s, et 
que je d&rignerai par a A a * % #B n * h . Pour les d&erminants ainsi d^finis on 
peut 6noncer le th£or&me suivant 

(i,.) log(M a ^JB^) = (a-l,a)log(M/'-^ 

Consid&ons Texemple de 

a = 2, 6 = 2, x = 2. a = l, /3=1, 

qui se rapporte aux d&erminants mineurs de la matrice 



P 9 


r * 


t « 


P 9 


r' t' 


f «' 


P 9 


i r 


m tn' 


P 9 


r r 


tn m 


P iy 9 IV 


X X' 


fx p! 


V V 

P 9 


X" X"' 


fj," fj.'" 



Dans ce cas les d&erminants 



d = (""B x ,,\ D = ("AS-OB,,,), ^ = (M a «'"ß^) 

8* 
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ont les valeurs 
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.< 



j = 



d = 



l t 


m tn' 


r r 


tn" tn'" 


X X' 


(x fi! 


X" X'" 


fi" n'" 



D = 



p 


9 


r 


s 


P 


q 


/ 


u 


p' 


q' 


r' 


s' 


P' 


q' 


/' 


u 


p" 


f 


/ 


f 


P" 


q" 


tn 


tn' 


f 


q" 


r 


r 


P'" 


q'" 


tn 


tn'" 


p 


q 


r 


8 


P 


q 


t 


u 


p' 


q' 


r' 


s' 


P' 


q' 


t' 


«' 


P IV 


q" 


X 


X' 


P IV 


? IV 


V> 


A*' 


p v 


q y 


X" 


X'" 


P V 


? v 


."" 


fi'" 



P 


r 


s 


q 


r 


8 


p t 


« 


q t u 


P" 


/ 


f 


q" 


/ 


f 


p" tn 


tn' 


q" tn tn' 


P'" 


r 


r 


q'" 


r 


r 


p tn 


tu 


q'" m" tn'" 


P' 


r' 


s' 


q' 


r' 


*' 


p * 


u' 


q' t' fi 


P" 


l 


t 


q" 


/ 


r 


p tn 


m 


q" tn tn 1 


P 


r 


r 


q'" 


/" 


r 


p'" m" 


tn'" 


JH1 <>f ^9t9 

q tn tn 


P 


r 


8 


q 


r 


8 


P t 


u 


q t u 


P" 


X 


X' 


? IV 


& 


X' 


p'V 


!*' 


TV t 

q p p 


P V 


X" 


X'" 


? v 


A" 


X'" 


P v /' 


n'" 


q w u" fi'" 


P' 


r' 


8' 


q' 


r' 


1 
8 


P' * 


u 


q' t' «' 


P IV 


X 


X' 


q 1 ' 


/. 


X' 


P IV ," 


f*' 


IV 1 

q t* f* 


P V 


X" 


X'" 


? v 


X" 


X'" 


P v ,"" 


u'" 

1 


q w t*" v'" 



et la relation qui existe entre eux se r^duit ä 

J = d.D. 
Du th£or£me (17.) relatif ä deux argumenta dont Tun est complexe *) on 



*) Je me sers ici du mot complexe dans un autre sens que dans celui qui est 
gän&alement en usage dans l'analyse. 
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pourrait faire l'extension ä un nombre quelconque d'arguments complexes, 
mais sans m'y arrßter je vais au contraire passer ä an cas particulier du 
th£or&me (17.) et que je nommerai le th£or&me du gnomon *). Faisons coin- 
cider respectivement dans Texemple donn£ ci-dessus les huit quantitäs 

r, s, r, s, p , q , p , q 
avec 

t, u, t, 11, p , q , p , q . 

Dans ce cas chaque carr£ dont le d&erminant forme un Clement de d doit 
6tre enveloppe* par le gnomon non distribne* 

p q r s 

p' q' r' $' 

(**•) \ 11 11 

p q 

p'" q'" 

pour passer des el&nents de d aux el&nents de D. 

De meme ponr obtenir les flements de J d&luisons du gnomon (G.) 
les gnomons partiels 



p 


r 


s 


q 


r 


p" 






q" 




p'" 






q'" 




p' 


r' 


s' 


q' 


r 


p" 






q" 




p'" 






q'" 
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et enveloppons successivement chaque fl&nent de d par ces quatre gnomons 
partiels, ce proc£d£ que Ton peut nommer enveloppement distributif nous 
conduit aux £l£ments de J. 

Les m&nes lois de formation existent pour un gnomon d'ordre quel- 
conque que je d&ignerai par a '*G atX et que Ton combinera avec un carr£ 
de l'ordre 6 de carr^s de Vordre x. 

En d^notant pour plus de brtevetö par B K le carr£ de 6 2 carr£s de 
x 2 £l£ments on a donc l^quation 

\og(*>*G a ,,B x ) = (a-l,a)log(B.) + (a-l,a-l)log(^O^B.), 
r&ultat que Ton peut &ioncer de la mantere suivante. £tant donn£ un 



*) yvwnwv (äquerre) voyez le premier livre des demente d'Euclide. 
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carr£ de carräs simples et un gnomon ayant ses deux branches rectangu- 
laires de longueur £gale au cöt6 des carr£s simples: le d£terminant com- 
pos£ du second rang dont les äl&nente sont les d&erminants des carr&i 
simples donn£s envelopp^s par un carr£ de gnomons partiels d£riy& du 
gnomon donn£ sera £gal äu produit de puissances enti&res de deux d&er- 
minants compos^s. Les £l£ments de ces d&erminants sont les d&erminants 
des carr^s simples donnös et les d&erminants de ces carr£s simples enve- 
lopp£s par le gnomon donn& 

Les exposants des puissances qui entrent dans la formule en question 
ne d^pendent que de Tindice a d'ötendue et de l'indice a de distribution de 
la partie carr^e du gnomon. 

Le th6or6me du gnomon contient comme cas particulier l'£quation (&.). 
Pour s'en convaincre on n'a qu'ä former le carr£ compos£ qui correspond k 
ß B b ... c Z f , carr6 qui porte la notation (6, ß) (c, y) . . . (*, £) et qui comprend 
des carrfo simples de Vordre ß+y + ••• + £. Ces deux nombres devront 
remplacer les nombres b et x que Ton a consid£r£s dans l'&ude du gnomon. 
En appliquant ä ce carr£ compos£ un gnomon dont l'&endue des branches 
est 6gale ä ß+y+ • • • +£ et l'&endue de la partie carr£ £gale ä (6, ß)(c,y)... (*, £) 
on retrouve Vdquation (&.). 

En d&ignant par * le Symbole 

PB b rC c ...% 

l^quation (&.) prend la forme 

log(M a #) = (a-l,a)\og(4>) + (a-l,a-l)\og(*A a <P). 
On peut £noncer le r£sultat plus g6n6ral qu'entre les trois expressions 

log a A a 4>, log *>A a <P, log *^ a # 

il y a toujours une relation lin^aire ä coefficients ind£pendants de b, ß, 

la relation dont il s'agit s'exprime par l^quation 

3 

2, /7«3 . Ha 3 (a x a 2 — a 2 a[) log a *A a <& = 0, 

3 

le signe 2, exprimant la somme que Ton obtient en ajoutant au terme 6crit 

les deux autres qui en d&ivent par une permutation cyclique des trois indices 
1, 2, 3. Cette £quation ne change pas quand on behänge a t , a 2 , a 3 avec 
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<*'t) <*?? <*») de plus eile peut 6tre pr£sent£e dans cette forme plus simple 

-2 , i7a 3 i7a;(a 1 -a 2 )log ^ a * = 0. 

D&rignant par ¥ le Symbole 

Y C e ...% 

on trouvera ais&nent la relation 

\og°AjB b ¥ = (a^a)(6-l,/?)logy+(a-l,a-.l)(6-l,/?)log^y 
+ ( a -ha){b-l,ß-l)\ogBV+(a-l,a^l)(b-l,ß^l)logAB i F 

dans laquelle -4, JB sont Berits au lieu de a A a h B b . On peut £noncer le 
r£sultat plus g£n£ral qu'entre cinque expressions de la forme 

log^^y (r= 1,2, 3, 4, 5) 

il existe une relation unfaire. En effet, soit 

a r +< = o, ß r +ß' r = b, 
la relation dont il s'agit prend la forme 

2na h na h nß h nß,D l ^o^A^B h W = 0. 
Dans cette £quation D l2 ^ d^signe le d&erminant 

a x ß x a x ß x a x ß x a' x ß' x 

<hß2 «2$ fyßi <hß f 2 
<*ißi «3$ a 3 /9 3 «iß 
a4Ä «4Ä <ß* «iÄ. 
En divisant par a 2 b 7 il prend la forme plus simple 

1 a x ß x a x ß x 
1 <h ßi <* 2 ß 2 

1 «3 ßi «3/^3 
1 a 4 ß 4 a 4 /? 4 . 

Ce r^sultat peut etre ais&nent &endu ä un nombre quelconque d'arguments. 
En effet d£signons par le Symbole 

-*a, +1 S*a i+2 • • • ^a m 

et soit 

cela pos6 il y aura toujours entre les j+1 expressions 

log c, ^ fl? ^...X0 {q = 1, 2, ...j+1) 
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une relation Unfaire exprim^e par l'£quation 

dans laquelle 

et oü -Di,2,^> d^signe le d&erminant dialytique form£ par les d£veloppements 
des expressions : 

(1+ a M «,) (1+ «^ x 2 ) . . . (1+ q, fl #,) 
(l+ai,2 ^i) (1+ <h,2 x 2 )... (1+ a t>2 x € ) 



= 



(1+ a w xO (1+ a 2J a%) . . . (1+ a^ x t ) 

dans lesquelles les J produits diffßrents des variables sont consid£r£s comme 
j variables ind^pendantes. 

Remarquons encore que lorsque i = 2 ou > 2 on aura mßme une 
relation entxe j = 2* logarithmes, pourvu qu'entre les nombres a m une con- 
dition se txouve remplie. 

Pour t = 2 p. e. si a M ß u a 2 , ß 2 , a 3 , /? 3? a 4 , ß 4 sont les coor- 
donn£es de quatre points d'une hyperbole dans un Systeme de coordonn£es 
paralleles aux asymptotes on aura l'£quation 

U g a x ß x 1 

U 2 <% ß 2 1 

K «3 Ä 1 

U< a 4 ß 4 1 
U r d&ignant Texpression 

U r = na r n(a-a r )nß r n(b-ß r )\o S ar A a ßr B b ¥. 

Des valeurs particulteres des a r , ß r qui satisfont ä la condition indiqu£e 
sont p. e. les suivantes 

a t = l+k, a 2 =p + k, a 3 = q + l, a 4 =/>?+*, 

ßi=pq+> u > ß2 = q+P, ßs = P+ u , ß* = l+p; 
pour ces valeurs la relation lindaire entre üi, U 21 #»> ü» se r^duit ä la forme 

U L p q 1 
U 2 q p 1 

üi 1 pq 1 

U 4 qp 1 1 



= 
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que Ton obtient par la remarque que les coefficients des U ne changent 
point lorsqu'on fait coincider avec le centre de l'hyperbole l'origine des 
coordonn^es. De plus en divisant par le facteur commun (1— p)(l— q) 
l^quation devient 

(pq-lUUt-üi) = {q-p)(U 4 -U>\ 

ce qui fait voir que deux d&erminants ( r A a Pr B b V) £lev£s chacun ä une 
puissance enti&re et multiples ensemble donnent un produit £gal ä une 
expression semblable relative aux deux autres d&erminants de la mßme forme. 
Le cas de t = 1 fait exception. Dans ce cas une relation Unfaire 
entre moins de trois expressions diff^rentes est impossible. 



Sans sortir de la sph&re des d&erminants compos^s du 2 me rang il 
reste ä faire une grande g£n£ralisation de la th^orie prdc^dente. 

Jusqu'ici on n'a consid^rd que des matrices ä forme carr£e ou ce 
qui est la m&ne chose, on ne s'est servi que d'arguments ä un seul indice 
d'&endue et ä un seul indice de distribution. — Mais il y a une th^orie k 
construire relative aux arguments ayant chacun deux indices distincts et 
d'&endue et de distribution. Pour le moment je me borne au cas compara- 
tivement simple dans lequel il n'y a qu'un seul indice de distribution tandis 
que chaque argument a deux indices distincts (V£tendue et se rapporte par 
cons^quent ä une matrice de forme rectangulaire. Comme il n'y a qu'un 
seul indice de distribution, les matrices que Ton forme au moyen des ma- 
trices rectangulaires donn^es seront des matrices carr^es repr^sentant des 
d&erminants comme dans le cas traitd jusqu'ä präsent. 

II sera utile de se servir de l'expression ,d&erminant virtuel 4 ou 
,valeur virtuelle d'une matrice rectangulaire 4 . Cette d&iomination ne d^finit 
point une quantitö que Ton peut directement mettre en övidence mais plutöt 
une valeur de nature ombrale ou ideale: cependant, comme je vais faire 
voir, on pourra &ablir des rapports actuels entre ces valeurs ideales. 

Soient 2) et D deux matrices rectangulaires qui contiennent en dernier 
lieu les mßmes öl^ments simples (r^els ou ombrals). Accentuons les 61£- 
ments primitifs et ddsignons par $)', D' ce que deviennent alors 2), D. 

Multiplions ensemble 2) et 2)', D et D' suivant la rägle ordinaire 
pour la multiplication des matrices, appliqu^e dans la direction de leur plus 
grande &endue, et comparons les valeurs des d&erminants (2). 2)'), (D.D'). 
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Supposons que ces d&erminants remplissent identiquement l'£quation 

($.$')< = (D.D'y 
comprenant comme cas particulier l^quation 

m = w, 

dans ce cas j'^erirai l^quation ideale 

$' = D>. 

Avec cette notion des valeurs virtuelles on peut donner avec un 
trait de plume une grande extension au th£or&me gön^ral £tabli dans le 
memoire pr£c£dent 

En effet, consid£rons 12, A, B, C, . . . Z comme des matrices non 
plus earr^es mais rectangulaires avec cette Convention que A a repr^sente 
une matrice aux indices d'&endne a et a et que a ne soit pas moindre que 
a. Alors a A a repr&entera une matrice dont les deux indices d'&endue sont 
(a, a), {a' 9 a) respectivement 

En d^finissant de cette mani&re le sens des notations £2 9 a A a9 ß B b9 ... 

je dis que la valeur fournie par le theoröme general pour 

logSi°A a ßB b ...SZ, 



w 



ne subit point de changement 9 quand on remplace les determinants reels par 
les determinants virtuels dans le cas oü les matrices carrees se changent en 
matrices rectangulaires et que Ton n'a pas besoin de tenir compte de 
Texc^s de a' sur a 9 de b' sur b etc. 

Pour donner un exemple bien simple des determinants virtuels j'£- 
noncerai l'extension que Ton peut donner ä l'£quation " &&nentaire qui dit 
que le d&erminant actuel 

ab' — a'b ac'—a'c 

ab"-a"b 

a'b"-a"b' 
est £gal au carr£ du d&erminant actuel 



C = 



ac —a c 
ac — a c 



be-Vc 

b c"- b"c 
6V-6V 



C = 



a 



a 



a 



tt 



b 

V 

b" 



Jt 



Cette extension consiste ä dire que le d&erminant virtuel de 
ab'-a'b ac'-a'c adt-a'd bc'-b'c bf-b'd 
ab"-a"b ac"-a"c ad"-a"d bc"-b"c bd"-b"d 
a'b"-a"b' a'c"-a"c' a'd"-a"d' b'c"-b"c' b'd"-b"d' 



S> = 



cd 1 

cd"- 

c'rf"- 



c'd 
c"d 
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est £gal an carr£ du d£terminant virtuel de 

a b c d 

D = a' V c' <f 
a" b" c" d" 

En effet d&ignons par ®, , D x ce que deviennent les matrices 3), D 
lorsqu'on y remplace les a, 6, c, d par des a, ß, y, d; alors les d&ermi- 
nants actuels ($).®i) et (D.Z>i) sont H6s par r&juation 

(3).®,) = (D.Dtf 
d'oti Ton est en droit de tirer la cons^quence £nonc£e ci-dessus relativement 
aux d£terminants virtuels. 

Comme second exemple je consid&re la ligne-couple 

r a,a 3 ...a m 6 1 6 2 ...6 m "I 
La l a i ...a m J 

qui repr£sente une matrice de longueur double de sa largeur. Formons le 

d&erminant compos£ 

[{Sa^^ai,) X(2b l b 2 ...bj,)]%(a l a 2 ...<* rn ) 
oü 

D'apr^s un th£or£me bien connu ce d&erminant est £gal k 

/ a, a a . . . a m \t»-W / b x b, . . . b m >jm-ij) 

Or considfrons la ligne couple 

[a 1 a 7 ...a y b 1 b 7 ...b n 1 
a x a 3 ..,a m J 

et supposons que m ne surpasse ni v ni n, soit de plus comme auparavant 

i+j = », 
cela pos£ je dis qu'on aura toujours l'£quation 

[(-2 , a 1 a 2 ...a,,) X {2b x b 2 . ..&,-,)]* (a,a 2 ...a m ) 
_ / a, a, . . . Oy Y*- 1 ^ / &! 6, . . . b n \fr-W 

Dans cette öquation et relativement ä chacune des trois matrices 
qu'elle contient il faut substituer lorsqu'il est n^cessaire la valeur virtuelle 
du d&erminant au döterminant meme, lorsque la matrice est rectangulaire 
au lieu d'fetre carr^e. 

Baltimore, janvier 1879. 
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Ueber einige Eigenschaften der Flächen mit con- 

stantem Kriimmungsmaass. 

(Von Herrn J. N. Hazzidakis aus Athen.) 



1. Uie von den asymptotischen Linien gebildeten Vierecke haben 
gleich lange gegenüberliegende Seiten und ihr Inhalt ist dem Ueberschuss 
der Summe der vier Winkel über 360° proportional. Es giebt unendlich 
viele Systeme von Linien, welche dieselbe Eigenschaft haben. 

2. Die Integration der partiellen Differentialgleichung der genannten 

Flächen lässt sich auf die Integration der Differentialgleichung -g-g- = sin l 

zurückführen , wo u = const. , t> = const. die asymptotischen Linien und X 
den Winkel derselben bedeuten. Hat man den Werth von l, so ist noch 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung zu integriren, um 
alle Flächen mit constantem Krümmungsmaasse zu erhalten. 

3. Sind die Coordinaten (xyz) einer solchen Fläche durch die 
geodätischen Variabein u, t> ausgedrückt, (das allgemeine Integral der geo- 
dätischen Linien ist von der Form t> = Cu+C) und die von Gauss mit 
D, D', D" bezeichneten Determinanten gebildet, so definiren die Gleichungen 

dx' = (l+u 2 +v 7 ) 2 \Ddu+D'dv\, dy' = (l+u 2 +i> 2 ) 7 \D'du+D"dv\, 
dz' = (l+u'+i>y\(Du+D't))du + (D'u + D"t>)di)\ 
ebenfalls eine Fläche von constantem Krümmungsmaasse. 

L 
Denkt man sich die Coordinaten xyz einer Fläche durch zwei Variabeln 
•i, t> ausgedrückt, so kann man die zweiten Ableitungen der xyz in der be- 
kannten, von Gauss eingeführten Bezeichnung folgendermassen ausdrücken 

(EG-/^)-|~ = a(m G-n F) + a'{n E-m F) + AD, 

(1.) YEG-F 2 )~- = a(m'G-n'F) + a\n'E-m'F)+AD' = (EG- 

(EG-F*)^- = a(m" G-n' F)+a'(n" E -m"F) + AD". 
Dieselben Gleichungen gelten auch für 6, 6', B und für c, c, C. 
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Ich setze nun zur Abkürzung 

EG-F 1 = N, 
ferner 

mG-nF=N.e, m'G-n'F=N.e' > m"G-n" F=N.e", 

nE-mF=N.g, n'E-tn'F= N.g', n"E-m"F= N.g", 

D = NJ, D' = N. P, D" = N. <T, 

dann nehmen die Gleichungen (1.) folgende Gestalt an 

Differentiirt man nun die Gleichungen (2.) noch einmal und vergleicht die 
zwei Ausdrücke von ^ ~ u.. s. w., so bekommt man folgende drei von ein- 
ander unabhängige Gleichungen (vorausgesetzt dass F 3j ist) 

^~^9e"-9'e'+KF=0, wo ÄW<T-<r, 

W~ d £+9*"-W+9"t=<> nnd ^-- d -^-ed"^2e'd'-e"d = 0, 

welche man als die Fundamentalgleichungen der Flächen bezeichnen kann, 
weil sie die einzigen sind, welchen die Ausdrücke E 9 F 9 G 9 D 9 D\ D" 
jeder Fläche genügen müssen. Sind diese Ausdrücke bestimmt, so lassen 
sich die a 9 6, c 9 a' 9 b' 9 c aus den Gleichungen (2.) finden, folglich auch 
die x 9 y 9 z. 

Wenden wir nun diese Fundamentalgleichungen (3.) auf die Flächen 
von constanter Krümmung an und nehmen die Linien u = const, t> = const 
als die asymptotischen Linien der Fläche , so ist 3 = d" = , folglich 

3' = V— K = const, und die zwei letzten Gleichungen geben nun g' = und 
e' = oder, mit Berücksichtigung ihrer Werthe, m' = und »' = 0, d.i., 

-^— = und -Q- = 0, mithin ist E eine Function von u allein, und da man 

statt u eine Function von u setzen kann, so wird, wenn man dvi = iEdu 
setzt, E' = 1, so dass man immer annehmen kann E = 1 (wenn nicht etwa 
E == ist). Ebenfalls kann man setzen 6=1 und, wenn man noch F = cos* 
setzt, so giebt die erste der Gleichungen (3.) 

i. ist der Winkel, welchen die zwei asymptotischen Linien im Punkte (u 9 1>) 
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einschliessen. Ist nun ABCD ein Viereck, dessen Seiten AB, BC, CD, DA 
den Werthen 

(ti=ii ü ...t* 1 ,r = ru)(w=«n«> = «V--«>i)(tf=«i.-^ 
entsprechen, so ist 

AB=J du^Ux — Uo; 

ebenfalls ist 

DC = jdu = «#x — fAi, 

«0 

folglich AB = CD und BC = AD. Es ist femer 

Inhalt {ABCD) = ßmldudv 

erstreckt über 

folglich ist, wegen der Gleichung (4.), 

x\ABCD) =f^-dudv = *u-*ui- A«o+ J«m 

oder, wenn man mit A, B, C, D die Winkel desselben Vierecks bezeichnet, 

x 2 (ABCD) = ,1+B+C+Z)-360 Ü . 

Zu bemerken ist, dass diese Eigenschaft eine Folge der ersten ist, denn, 
wenn £=1, 6=1 ist, wenn man also die entgegengesetzten Seiten des 
Vierecks als gleich lang annimmt, so folgt aus der ersten Gleichung (3.) 
unmittelbar die Gleichung (4.) und mit ihr der Satz vom Inhalte. 

Dass es auf den betrachteten Flächen unendlich viele Schaaren von 
Curven giebt, welche die oben gezeigten Eigenschaften haben, sieht man 
leicht, wenn man beachtet, dass bei Biegung der Fläche die asymptotischen 
Linien aufhören asypmtotisch zu sein, ohne jene Eigenschaften zu verlieren. 

Anmerkung. Die Voraussetzung E = führt zu der von Serret 
im Liouville&chen Journal (tome XX) gegebenen Lösung, welche dadurch 
charakterisirt ist, dass eine Reihe der asymptotischen Linien mit den Null- 
linien (lignes de longueur nulle) zusammenfällt Die von Minding in diesem 
Journal gegebene, durch Bewegung einer Schraubenlinie erzeugte Lösung 
entspricht der Lösung der Gleichung (4.), welche die Form k = (p(u+t>) 
hat. Dieselbe Gleichung (4.) hat eine Lösung von der Form X = (p(ut>): 
aber die Bestimmung der Function (p hängt von einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung ab. 
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Ich bemerke noch, dass die Gleichung (4.) durch das System 

-=-*- = * sin co, -5 — = x&m<p 

ersetzt werden kann, wo X = a) + <p ist. 

Ist die partielle Differentialgleichung (4.) integrirt, so geben die 
Gleichungen (1.) flir die Ableitungen der 06c, a'b'c', ABC folgende 
Werthe, wenn noch gesetzt wird -4 = a"sinA, 2? = 6" sin A, C=c' f sinA, wo 
a", b" 9 c" die Richtungscosinus der Normale auf der Fläche sind. 

. . da dX f n fs da da' t . . , 

sinÄ-~— = -ö— (ocosa — o), ~ä~" == 'g~" = *» sini, 

/t \ / • da' cX , , « N . . da" ' , , x 

(5.) ( sini-3- = -^— (a cosa—o), sinx-g — = #(acosÄ— a), 

. , da 91 , , . N 
sini-3 — = x(a cosA— a). 

• Die 6, V 9 b" genügen denselben Gleichungen, sowie auch die c 9 c' y c". 

Eliminirt man aus diesen Gleichungen die a, a\ so findet man für 
a" folgende Gleichungen 

(6.) ( ^+^+^Pa-^-(^y =<> 

und 

X = arc sin (— -j^-j + arc sin ( — J^-), wo cos <p = a". 

Es genügt, die erste dieser Gleichungen, welche als gewöhnliche Differential- 
gleichung betrachtet werden kann, zu integriren, denn die zweite geht aus 
ihr hervor, indem man u und mit einander vertauscht, und der allgemeine 
Werth von X bleibt durch diese Vertauschung, der Form nach, derselbe. 
Aus den a"b"c" ergeben sich sofort die abc, a'b'c' und hieraus die 
xyz durch blosse Quadraturen. Durch die Substitution a" = cosy geht 
die erste der Gleichungen (6.) in die folgende über 

(7.) i^^cotg^--^ = --». 

IL 

Die Differentialgleichung der geodätischen Linien einer beliebigen 
Fläche lässt sich in der Form schreiben 

gdu i +(2g'-e)d«'dt)+(g"-2e)dudi> 1 -e"dv 3 = du (Pv- de (Tu, 
wo g, tf, g", e, e', e" die oben gegebenen Werthe haben. 



72 Hazzidakis, Eigenschaften der Flächen mit constantem Krümmungsmaass. 

Sind nun u = const. , t> = const. zwei Schaaren geodätischer Linien 
einer Fläche von constanter Krümmung, so ist bekanntlich jede geodätische 
Linie derselben Fläche in der Gleichung Cu + C't) + C" = enthalten, folglich 
gelten für die geodätischen Variabein u 9 t> folgende Relationen 

0=0, 2g' = e, 2e'=g", e" = 0. 

Es ist aber, wie man leicht sieht, immer 

folglich ist jetzt 

„ n v i Ö/JV „" i S/JV „ i dlN < i a/JV „" n 
= 0, «7=*-^, ^ =i-^, e = *-äT' e== *~öT' e =0 ' 

Diese Werthe, in die Fundamentalgleichungen (3.) eingesetzt, geben 

89 ...SIN d9 AXjt ,dlN dd' lV dlN 8S» , ^,a/JV v .„ ,« ^ 

oder 

-|^- = -^-, 4^ = 4^ und JJ"-J« = Krf, 

öv du 7 dv du ' 

wenn gesetzt wird 

Der Werth von N in den geodätischen Coordinaten u, v ist bekanntlich 

wo c = +1, wenn K positiv, und = —1, wenn K negativ. Somit genügen die 
J, J 1 , J" folgenden Gleichungen 

dJ dJ' dd' dJ" A „„ .„ K 



, JJ"~J' i = 



dv du ' Bv ~ du ' («+«*+c') 4 

Die zwei ersten zeigen, dass es eine Function von « und e geben muss, wofür 

A-^- 4'- d'9> j, _ ö'y . 

Öu" dudv ' ÖD' ' 

folglich genügt diese Function <p der Gleichung 

ö'y ö'y / ö> \' _ ff 

ö«' de* V ö« öd -/ ~ (u'+v'+t)' ' 

und, wenn man statt «5 e schreibt «/«, ey^, so wird diese Gleichung 

ö> ÖV / ö'y \» _ ff 

Ö«' ö»' V dudv ) ~ («'+©'+*)' ' 

Diese Gleichung ist aber identisch mit der Gleichung, welche die betrachteten 
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Flächen definirt, wenn als unabhängige Variabein die partiellen Ableitungen 
p, q genommen werden: wenn man also setzt 

*' = -^- f/'-i?. «':=_ ««-1-11-^.4- «-^2- 

x du ' y - dv ' * <p+u du +r ^' 

so ist die Fläche (x f y' ss') ebenfalls von constanter Krümmung. 
Nun ist aber 



folglich 



ebenfalls ist 



dx ' = i^ du +i£k dt> > 

dx' = Jdu-\-J'dv; 



dy' = J'du+J"dt, 

dz' = {Ju+J'v)du+{J'u+J"t)dv. 

Will man die Gaiwsechen Z), D', /)" einführen, eo ist 

J = N±J =N~*.D =(l-t-«MV)D, 
j' = NK(f =N~*.D' =(1+ «'+«')/>', 

In der ersten Fläche (scya) waren die Variahein «, e die geodätischen 
Coordinaten, und die Gleichung C.u + C.v + C" = stellte alle geodätischen 
Linien dar. In der zweiten (x'y'z') sind u und c die partiellen Ableitungen 

-3-p, -g-j- oder p', q', und dieselbe Gleichung stellt die Berührungslinien 

der Fläche mit einem beliebigen Cylinder dar, oder die Schattenlinien der 
Fläche, wenn das Licht von unendlich grosser Entfernung kommt. 

Berlin, Juli 1878. 
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On the addition of the double #-functions. 

(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 



1 assume in general 

- a-e.b-e.c~e.d-d.e~6.f-e, 
and I consider the variables x, y, &, tc, p, q, connected by the equations 



1, 1, 1, 



x. 



X 



y> 
y\ 






1. i, 



w 



p ) 



p\ 



= 0, 



x-, y, sr, vr, p', q 3 ^ 

Yx, VF, 1z, YW, iP, \'Q 

equivalent to two independent equations, and which in fact serve to deter- 
mine p, q, or say the symmetrical functions p + q and p q, in terms of x, y, s, w. 
These equations, it is well known, constitute a particular integral 
of the differential equations 

dx dy dz dw dp . dq 

7F + W ~W W W ~W ~ 



o, 



xdx ydy zdz ,tcdtc , pdp qdq __ ~ 

7x + 7^ ~W W ~W 1W " ' 

or what is the same thing, regarding p, q as arbitrary constants, they con- 
stitute the general integral of the differential equations 



dx dy d 

H 7~7 + 



Z 



i'x iY 



+— = o 

j/Z ^ iw 



xdx ydy zdz tcdw ^ 

7^" ~W ~W ~W ~ 

I attach the numbers 1, 2, 3, 4, 5, 6 to the variables x, y, z, w, p 9 q, 
respectively : and write 

A l2 = ia—x.a—y; A u = l 7 a— z.a— w ; A^ =- }/a—p.a—q; 

(six equations) 

AB l7 ~~ — — \\a—x.b—x.f--x.c—y.d--y.e--y--\a--y.b---y.f—yx--x.d--x.e--x\\ etc. 

9 



(ten equations) 
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where it is to be borne in mind that AB is an abbreviation for ABF.CDE, 
and so in otlier cases, the letter F belonging always to the expressed 
duad: there are thus in all the sixteen functions A, B, C, D, E, F, AB, 
AC, AD, AE, BC 9 BD, BE, CD, CE, DE, these being functions of x and 
y, of z and w, and of p and q, according as the suffix is 12, 34, or 56. 

It is to be shown that the 16 functions A&, AB m of p and q can 
be by means of the given equations expressed as proportional to rational 
and integral functions of the 16 functions A 12 , AB 12l A^, AB Z% of x and y, 
and of z and w respectively, and it is clear that in so expressing them we 
have in effect the Solution of the problem of the addition of the double 
& - functions. 

I use when convenient the abbreviated notations 

a—x = a t , o— y = a2 , etc. 
6— x = bi , etc., 

0i2 = x-y, Ö34 = z-w, Öse = p-q; 
we have of course 

X = a^c^eÄ, 



A x2 — Va^, 

AB l2 = -z— |Va l b 1 f 1 C2d2e2~ya 2 b 2 f2C 1 d,e 1 |, etc. 

Proceeding to the investigation , the equations between the variables are 
obviously those obtained by the elimination of the arbitrary multipliers 
a, ß, y, 8, e from the six equations obtained from 

a0*+ß0 7 +y0+d = eiÖ, 

by writing therein for the values x, y, z, u>, p, q successively ; we may 
consider the four equations 

ax*+ ßx 2 +yx + d = el/X, 

<*y>+ßy 2 +ry+# = «VF, 

az z + ßz 7 + yz + d = 6}% 
aw*+ßw 2 +yw + d = sfW, 

as serving to detennine the ratios a : ß : y : 8 : e in terms of x, y, z, w; and 
we have then for the determination of p, q the remaining two equations 

<*p*+ßp 2 +yp + d = e\/P, 

<*q 3 +ßq 7 +yq + d = efQ, 

10* 
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which two equations may be replaced by the identity 

(aP+ßO 2 +yO+d) 2 -e 2 = a 2 -e 2 .0-x.0-y.0-z.0-w.0-p.0-q. 

Writing herein = any one of the values a, b, c, d> e y f y for instance 
= a> and taking the Square root of each aide, we have 

aa 3 -\-ßa 2 4-ya-\-d = ]V— e 2 ia~x.a—y ia—z>.a—w ia—p.a—q> 
or as this may be written 

aa*+ßa 2 + r a+d = Ytf=?A„.A M .A„ 
which equation when reduced gives the proportional value of A^. 

« 

For the reduction we require the value of atf+ßtf+ya+d: calling 
this for the moment 12, we join to the four equations a fifth equation 

aa i +ßa > +ya+d = 42, 
and then eliminating a, ß, y, d we find 

1, e]/X = 0, 

1, ef? 

1, e\'Z 

1, elW 



x, 



x, 

y\ 



u> 
a 3 



ip 



a' 



y, 

«p. 



a. 



i, a 



or what is the same thing 
£2 



*>; 


<*, 


X, 


l 


+ e 


y 3 , 


y\ 


y> 


l 




* 3 , 


*\ 


*> 


l 


i 


< 


w\ 


ip, 


l 





1X, 

fr, 

rz, 

fw, 



x', 

y\ 



y\ 



x, 

y, 

2. 



IP" 



a? 



«p , «p. 



a' 



a, 



= 0; 



viz. this is 

£2.x—y.x-z.x—w.y—a.y-~w.z—u) = — e\]/X.y— z.y— iv.y— a.a— «\«— 0.10— a 

+1^.*— fr.Ä—a.»— sc.tp— o.«?— #.a— x 

+]/Z.iv—a.to—x.iv—y.a—x.a—y.x—y 

+y fT.«— y.a— s.a— tfl.y— s.y— w.*— ip|, 
or as it may be written 



S2.x-z.x—w.y—z.y—iv = 



+ 



£.a— z.a— tc 



x—y 
t.a—x.a -y 

z—to 



\y—z.y—v).a—y.iX — x— z.x— u>.a— x.YY\ 



u> 



—x.w—y.a—u).)'Z — *— x.s— y.a^ z.tfW\ 7 



an equation for the determination of 12. 
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Consider first the cxpression which multiplies e.a— s.a— «?; this is 

we have 

ÄE 12 = -g— | l^e^cA— VUe^a^d, 1 7 

and multiplying this by A l2 .C l2 .D n , = V'a 1 c 1 d 1 a 2 c 2 d 2 , we derive 

BE l2 .C l2 .D l2 .A l2 = -^— jcAa^Jf-c^a^yi, 
and similarly two other equations; the System may be written 

BE.C.D.A = -^-IcadaM^-cAa^^, 

CE.D.B.A = „ |d 2 b 2 „ „ -d^,, „ |, 

DE.B.G.A = ,, |b 2 c 2 „ ? , biCi „ ,, |, 

the Suffixes on the left hand side being always 12. The letters 6, c, d 
which enter cyclically into these equations are any three of the. five letters 
other than a; the remaining two letters e> f enter symmetrically, for BE 
is a mere abbreviation for the double triad BEF.ACD; and the like for 
CE, and DE. 

Multiplying these equations by 

6 — z.b — w c—z.c — tc d—%.d — to 

~b^c.b^d~^ c— d.c-b ' d— 6.d— c ' 

respectively, and then adding, the right hand side becomes 

= -ß— |y— *•#— w.&ifX—x—z.x—iv.SL^Yl 
and the» „ritmg " 

6— *.6 — tr —1 



6— c.6— d c — d.d — 6.6 — c 

the left hand side becomes 



•c—rf.ßj 4 , etc. 



which for shortness may be written 

the 8ummation referring to the three terms obtained by the cyclical inter- 
change of the lptters 6, c, d. The result thus is 
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4 

-ß— \y— z.y -w.s^YX — a?— z.x— w.^}/Y\ 

4 

-2"j.c — d.B 34 ,BE l2 ,C n .D n \. 



c — d.d — 6.6 — c 

* 

Interchanging x 9 y with z, w respectively, we have of course to interchange 
the Suffixes 1, 2 and 3, 4; we thus find 

-^— ja?— x.w— y.& A ]Z — *— x.z— y.a 3 V^ W] 

— A 
= e -d.d-M-c S ^ d - ffl2 - BE *^ D »^ 

and we hence find the value of £2.x— z.x— w.y— z.y— iv. But 12, = aa*+ßa 7 +ya+d, 
is = i/o?— t 2 .A l2 .A u .A^ the resulting equation divides by A l7 .A^ and throwing 
out this factor we have 

— - (x— z.x— tc.y— z.y—w) (c—d.d—b.b—c)A i6 



= A^^S\.c—d.Bl^BE 17 .C n .D l7 \ -\-A n 2\x—d.B] 7 .BE^.C^.Dy\ , 

where as before the summations refer to the three terms obtained by the 
cyclical interchange of the letters b, c, rf; these being any three of the 
five letters other than o; and the remaining two letters e, f enter into the 
formula symmetrically. The formula gives thus for A^ ten values which 
are of course equal to each other. 

Writing for a each lötter in succession we obtain fonnulae for each 
of the 6 single-letter functions A& of p and q: and the factor 

— (X—Z.X— w.y — js.y — tf?) 

is the same in all the fonnulae. 

We require further the expressions for the double -letter functions 
of p 9 q. Considering for example the function DE&, which is 

= -g- 1 ^daesfsa^bßCe— ^deeofeasbjCs) , 

then multiplying by A^.B^.0^ = V^b^aöb^, we have 

DE^A^B^Cse = ■^-laebbCß/^-a.b.^l^l, 



K 



= __ \a—q.b—q.c—q.fP—a--p.b—p.c—p.]/Q\ 
or recollectiug that eiP, e} f Q are = ap*+ßp 2 +yp+d and aq*+ßq*-\-yq+d 
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respectively, this is 

= — — \a-q.b-q.c-q.{ap 3 +ßp i -\-yp+d)— a— p.b-p.c- p.(ctq i +ßq' l +yq+d)\. 

Using the well known identity 

ap'+ßp'+yp+ö = «« ] +/ia>+(J.}:{2j-=| 

+ab > +ß v +rM . ^ 6 ;tr g :; 

and the like expression for a<f~\-ßq 7 +yq+d, there will be on the right-hand 
aide terms involving aa z +ßa 7 +ya+d, ab z +ßb 2 +yb+d, ac*+ßc 2 +yc+d, but 
the term in atf+ßcP+yd+d will disappear of itself. 
The term in aa 3 +ßa 2 +ya+d is 

=— L ■- — '—j 6— g.c— q.b— p.c— 0.(0— a.rf- p — a—p.d—q) 

p—q b—a.c—a.d—a 1 ? r r \ 1 r r 1/ 

where the expression in () is = d—a.p—q: hence the term is 

aa'+ßa'+ ya+d k , 

= i — b—q.c—q.b—p.c—p 

b—a.c—a 1 ? r r 

which is 

aa>+ßa*-{ ya+d R? ^ 

== 1: — zr~~ — ^ ^56-^56 

— ax — a 
and forming the two other like terms the equation is 

ah > + ß b * +r o + S n7 
+ -^b^=j> <™' A " 

ac'+ßc*+yc+d 2 p7 
+ a-cJb-c A ™ *' 

But the expressions 

aa 3 +ßa 2 +ya+<$, ab z +ßb 2 +yb+d, ac 3 +ßc 2 +yc-\-d 
are 

= Jv^An.Aujin, ia^ l B n .B,<.BK, i^^ 2 C n .C^.C^ 
respectively: the whole equation thus divides by A^B^C^] and throwing 

out this factor, and then multiplying each side by — - — 5 — we find 
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V^ ^ 56 = b-c.c-a.a-b('- }a * ' ) \b-c.A n .An.Bx»CK 

-\~c—a.Bn.Bw>CwA 9 fi 

+ •a—b.C u .Cu.AsfrB*ü\ 
in which fonnula if we imagine 

each replaced by its value in terms of the xy- and aro-functions, we have 
an equation of the form 

1 



— (x—z.x—u>.y—z.y—w)DEw = 



M, 



t v v ' w x — z.x — io.y—i.y — w 

where M is a given rational and integral function of the 16 and 16 functions 
A l2 , AB l7 and j4 m , AB U of x and y and of z and w respectively. The factor 



} / a , -« , 



{x— z.x— w.y — z.y — w ) 



is retained on the left band side as being the same factor which enters 
into the equations for A& etc. : but on the right band side x—z.x—w.y—z.y—tv 
shonld be expressed in terms of the xy- and zw- functions. This can be 
done by means of the following identity 



U*+y, *y 

l,a+6, ab 


h x +y> *y 

1, »+«?, zw 
l,a+c, ac\ 



x—z.x—ic.y—z.y—iv = -5* , , 

where the summation refers to the three terms obtained by the cyclical 
interchange of the letters a, b, c. The first determinant multiplied by a— 6 
is in fact 

a— z.a— u> 9 a—x.a—y 

b—z.b—w, b—x.b—y 
and the second determinant multiplied by a—c is 

a—z.a—w, a—x.a—y 
c—z.c—w, c—x.c—y 

so that the fonnula may also be written 



x—z.x—w.y—z.y—w = -2" 



a— a.a— -10, a— a?.a— y 
6 — ».6-—«?, 6 — x.b—y 



a—z.a 
c—z.c- 



•tc, a- 

10, c- 



x.a- 

XX* 



y 
y 



(a—b)\a-ey 
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or what is the same thing it is 

9 * (a— by(a— cy ' 

which is the required expression for x— z.x— w.y— z.y— w; the letters a y 6, c 
which enter into the formula are any three of the six letters. 

As regards the verification of the identity, observe that it may be written 

u 9 a—b.a—c 

where L, M, N are 

= (x+y zw— {z+w)xy, xy—zw, and z+w— x— y: 
this is readily reduced to 

x—z.x—w.y—z.y—w = M 2 —NL 
which can be at once verified. 

Cambridge, 12 th March 1879. 



I take the opportunity of remarking that in the double-letter formulae 

* 

the sign of the second term is, not as I have in general written it — , but is +, 

AB = jl'abfc^ei+l^b^cdcj, etc. 

x — y 

In fact introducing a factor w which is a function of x and y, the odd and 



even #-functions are =cüyaa n etc.. and — ^-j^abfCidiei + ^axbifxcdel, etc., 

respectively ; w is a function which on the interchange of x, y changes 
only its sign ; and this being so, then when x and y are interchanged, each 
single-letter function changes its sign, and each double-letter function remains 
unaltered. 

Cambridge, 29^ July 1879. 



Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 1. 11 



82 



Bemerkungen zu der Schrift „Ueber die Abehchen 

Functionen vom Geschlecht 3". 

Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt. 

(Von Herrn JJ. Weber.) 



1. Auf S. 123 der genannten Schrift handle ich von dem bei den 
Wurzelfunctionen zweiten Grades und dritter Ordnung auftretenden Aus- 
nahmefall, in welchem eine solche Function von gegebener Charakteristik 
durch drei gegebene Nullpunkte nicht vollständig bestimmt ist. Es wird 
dort gezeigt, dass dieser Fall dann eintritt, wenn die drei übrigen Nullpunkte 
zugleich Nullpunkte einer Function cp sind, deren vierter Nullpunkt fest ist. 
Der Ausspruch aber, dass bei ungerader Charakteristik dieser Ausnahmefall 
nur dann eintrete, wenn die betreifende Wurzelfunction das Product einer 
Abekchen Function und einer ^-Function sei, bedarf einer Berichtigung. 
Der wahre Sachverhalt ergiebt sich aus Folgendem: 

Ist } f x eine solche Function, die in drei Nullpunkten einer Function 
(p verschwindet, und ist 

und \ f x eine ^46efeche Function, so wird die rationale Function — >— höchstens 

r 7 (pyx 

in drei Punkten Null und unendlich und ist sonach entweder eine Constante, 
in welchem Falle die Function ]/% wirklich in der angegebenen Weise 
zerfallen würde, oder sie ist der Quotient zweier ^-Functionen, und zwar 

= -^-, worin (p k mit yx einen Nullpunkt gemeinschaftlich hat, und (p muss 

sc 

in dem anderen Nullpunkt von yx verschwinden. Es ist also 

* x Vx ' 

worin die Functionen <p 9 (p { in je einem Nullpunkt von yx verschwinden. 
Umgekehrt ist auch jede solche Function eine Wurzelfunction dritter Ordnung 
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mit der Charakteristik (fa). In der rationalen Form 

A x 

lässt sich mit Hülfe der zu Grunde liegenden Gleichung vierter Ordnung 
der Zähler so einrichten, dass er durch x theilbar wird, und man erhält 
so, in geometrischer Ausdrucksweise, ein System von Bertihrungscurven 
dritter Ordnung zu einer gegebenen Curve vierter Ordnung, deren Berührungs- 
punkte mit den Schnittpunkten zweier beliebigen, durch die Berührungs- 
punkte einer Doppeltangente gehenden, geraden Linien zusammenfallen. 

Hiernach ist auch der vorangegangene Satz: „Bestimmt man eine 
Reihe von Functionen fy mit derselben Charakteristik, deren drei Null- 
punkte die Nullpunkte von Functionen cp sind, welche einen gemeinsamen 
vierten Nullpunkt besitzen, so sind die drei übrigen Nullpunkte dieser 
Functionen ]'% immer dieselben" für ungerade Charakteristiken dahin zu be- 
schränken, dass, falls dieser vierte Nullpunkt der Functionen (p mit dem 
Nullpunkt einer Abehchen Function zusammenfällt, man die Functionen ]/# 
so wählen könne, dass die drei übrigen Nullpunkte zusammenfallen. 

Dass in den anderen Fällen der ausgesprochene Satz richtig ist, er- 
hellt aus folgender Betrachtung: 

Sind <p 3 (p' zwei ^-Functionen mit einem gemeinsamen Nullpunkt, 
und verschwinden die beiden Functionen ^%, y^' mit gleicher Charakteristik 
in den drei übrigen Nullpunkten von q>, resp. tp\ so wird die rationale 

Function 1'- V— nur m d re * Punkten Null und unendlich und ist also 

entweder constant oder = -^7-, worin y n cp\ ebenfalls einen gemeinsamen 

Nullpunkt haben. Im ersten Fall ist die Behauptung erwiesen. Im zweiten 
Falle müssen die drei übrigen Nullpunkte von }// zusammenfallen mit den 
Nullpunkten von tp x . Ist daher (p {) diejenige ^-Function, welche in den 

gemeinsamen Nullpunkten von tp(p\ if x (p\ verschwindet, so kann — r« 

höchstens in zwei Punkten Null und unendlich werden, und ist also constant. 
Dann aber muss yty,, eine Abefache Function sein mit der Charakteristik 
(v/)? welche letztere sonach ungerade ist. 

2. Bei der Bestimmung der Anzahl der von einander unabhängigen 

Wurzelf unctionen » ter Ordnung muss auf S. 128 an Stelle von Zeile 18, 19 

n*~ 1 
v.o. gesetzt werden „— ö 1 so, dass die Curve /i^— fc^ = durch 
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ebenso viele Punkte geht, die nicht mit dem Punkte a? 2 = 0, x 3 = auf 
einer Curve 2 ter Ordnung liegen", so dass die Gleichung Zeile 4 v. u. 
richtig lautet: 

- n*— 1 n— l.n— 3 n— 3.n— 5 n 8 — 1 n— l.n— 3 . ., o o 

4-g g g g g +1 = 2»-2. 

3. Ich benutze endlich diesen Anlass, um einer Aufforderung des 
Herrn Nöther entsprechend Folgendes zu erklären. 

Es war nicht meine Meinung, in dem S. 48 meiner in Rede stehenden 
Schrift ausgesprochenen Satz „Das Verhältniss zweier Functionen <p geht 
durch jede eindeutige Transformation wieder in das Verhältniss zweier 
solcher Functionen über, so dass die Functionen ip für alle diese Trans- 
formationen den Charakter von Covarianten haben", einen neuen Gesichts- 
punkt für die Theorie aufzustellen. Es scheint mir dieser Gedanke implicite 
schon in den Untersuchungen von Clebsch und Gordan enthalten; ziemlich 
deutlich z. B. in §. 15 ihres Werkes über die Theorie der Abelschen Func- 
tionen. Bestimmt ausgesprochen ist die erwähnte Eigenschaft der Functionen 
cp vor meiner Arbeit von Brill und Nöther, Göttinger Nachrichten vom 
12. Februar 1873, Mathem. Annalen Bd. VII, S. 270. 

Königsberg, den 5. Juni 1879. 
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Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



.Bekanntlich haben die Secantencoefficienten oder üfo/erschen Zahlen 
die Eigenschaft, dass sie ganze Zahlen sind, welche abwechselnd mit den 
Ziffern 1 und 5 schliessen. Ich habe im 79. Bande dieses Journals gezeigt, 
dass dieser zuerst von Herrn Scherk bewiesene Satz nur ein specieller Fall 
einer viel allgemeineren Eigenschaft dieser Zahlen ist. Man scheint aber 
bisher noch nicht bemerkt zu haben, dass sich Aehnliches auch bei den 
Bernouttiüchen Zahlen nachweisen lässt. Allerdings nicht bei diesen Zahlen 
selbst, die keine ganzen sind, wohl aber bei den durch eine einfache Formel mit 
ihnen verbundenen Tangentencoefficienten, welche ganze Zahlen sind. Aus 

e* — e"~ xi 

folgt 

(A.) tg* = 7^+^*3,,, = | i Ty^ ^ 

Hier ist T 2y _i der r te Tangentencoefficient und man hat, wie schon Euler 
gefunden hat, 

T, r . 1 = 2 , '- | (2 ai '-l)4 L » 
wo B y die v te Bernoullteche Zahl bedeutet. Man kann nun zeigen, dass, 
abgesehen von T x = 1 , die Werthe der übrigen Tangentencoefficienten ab- 
wechselnd mit 2 oder mit 6 schliessen, je nachdem sie in der Form T 4m+3 
oder T^+i enthalten sind. Dies ist aber wieder nur der einfachste Fall 
eines allgemeineren Satzes, zu welchem ganz ähnliche Betrachtungen führen, 
wie ich sie in der oben erwähnten Arbeit benutzt habe. 
Setzt man xi statt #, so folgt aus (A.) 

e*—e~ x ^ , iNM T 2y -i _? y -i 



,-x ~~ ^\ 1) 4 O O*. 4 X 



e*+e-* f£ K J \.2...2v— 1 

oder 

—~ = i+i(-D y 4 J 2 71 * 4- 1 



e*+e~* ' i% K J 1.2...2v-l • ' 
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Setzt man nun _ x = Fx und entwickelt Fx nach dem Tajf/orschen 

Lehrsätze, so ergiebt sich FO = 1, F'O = 0, JP'-'O = (-1)* T,,^. Entwickelt 
man aber die Differentialquotienten von Fx, so findet man 

f* = (li^r) 4 [2-(^-e-') 2 ] 

und allgemein, indem man die Formel 

(e*+0 ? = (e*-e-*) 2 +4 
benutzt und (ef-e-*) 7 = * setzt, 

(1.) (-lr^-a: = (_^)* + V-e^ 

(2.) (-l)" +1 F aii+1 a: = ( ^ ?,-« ) ? "* W +1 - g ? w+1 *+<ff +1 ** — • ±<£ H ' 1 * y - - - ], 

wo die sämmtlichen a bestimmte Zahlen sind und allgemein in o* sowohl 
v als A nur Indices (nicht Exponenten) bedeuten. Die allgemeine Gültigkeit 
dieser Formeln ist leicht zu beweisen, sobald man voraussetzt, dass sie bis 
zu einem bestimmten Werthe von n gelten, was für n = 1 oben wirklich 
nachgewiesen ist. 

Differentiirt man nämlich den Werth von (— l) n ^ l F 2n x 9 so findet man 

2*»+2 

Der Coefficient von s" in dieser Entwickelung ist demnach 

± C^r) K 4 »^) «'"- ("-»-1) «'-.]• 
Mithin hat man nur 

(B.) a 7 r n+i = (4v+2)al n -(y-n-l)al n _ 1 

zu setzen, um den oben angegebenen Werth von (— l)" +l F 2 " + 'ar zu erhalten. 
Differentiirt man diesen Werth von (— l)" +1 F*" +1 a;, so findet man ebenso 

(_1)-+'F»-+^ = (_A_)'" + V-O [• • • + ((r-n -1) a'," +l -4(H-l) <?)«". . .]; 
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setzt man also 

(C.y a y n + 2 = 4(y+l)aJr + V-(V-»-l)aJ l+1 1 

so findet man denselben Werth von (— l) n+2 F 2,,+2 ar, den man aus dem obigen 
Werthe von (— l) ,,+1 F 2w a? durch Substitution von n+1 statt n erhält. 

Setzt man x = 0, so wird zugleich s = 0, und man erhält daher 

r a . +1 = (-i)-+«F 1 - +1 = fl5- +l 

und zugleich nach (B.) 

oS n+1 = 2a?/ 1 . 

Bezeichnet man durch (a„) die aus den Gliedern 

a v3 a v , a\, u. s. w. 

bestehende Reihe, so zeigt das Vorhergehende, dass diese Reihe zuerst in 
der Entwickelung von F 2y + l x vorkommt und zwar im letzten Gliede, weiches 
a, y+1 3 v heisst. Es sind also alle Glieder der Reihe (a„), welche diesem 
Gliede a v p+1 vorausgehen, Null und ebenso sind in der Reihe (a y _i) alle 
Glieder Null, welche dem Gliede a y r Si l vorausgehen. 

Es folgt hieraus, dass nicht blos die Glieder der Reihe a^ und mit- 
hin die Tangentencoefficienten positive Zahlen sind, sondern dass überhaupt 
auf die ersten Null werdenden Glieder jeder Reihe (a k ) nur positive Glieder 
folgen. Soll nämlich a^l l nicht Null sein, so muss n mindestens = v sein, 
mithin ist dann n+1— v positiv und daher (»+1— v)<fiL x Null, so lange nicht 
n+l—r positiv. Ebenso muss in a 2 " +1 mindestens w = r sein, wenn ö 2n+1 
nicht Null sein soll, also auch (w+1— r)ä y + l === 0, so lange nicht n+l—v 
positiv. Es wird daher, wie sich aus (B.) ergiebt, a 2 " 4 * 1 aus a 2n und a 7 y _ x 
dadurch gebildet, dass diese, insofern sie nicht Null sind, mit ganzen posi- 
tiven Coefficienten multiplicirt werden, und dasselbe gilt nach (C.) von der 
Bildung des Gliedes a v n + 7 aus a\ n £ und a y n+l . 

Demnach kann man, vermittelst der Formeln (B.) und (C), genau 
in derselben Weise, wie ich es in Beziehung auf die £w/erschen Zahlen in 
der erwähnten Abhandlung ausgeführt habe, zeigen, dass sich a\ n aus einer 
Summe der mit ganzen positiven Coefficienten multiplicirten Ausdrücke 
ö 2 *" 1 , a y n ~ 3 u. s. w. zusammensetzen lässt und ebenso a 2 " +1 aus einer Summe 
der mit ganzen positiven Coefficienten multiplicirten Ausdrücke a 2 l 1? al*j? 
u. s. w. Werden also namentlich die Glieder o?,"" 1 , aS"~ 3 , . . . insofern sie 
nicht Null sind, positiv, so ist auch a, 2 " positiv und mithin auch a2 n+1 = 2c&*. 
Nun findet man unmittelbar o, 1 , = 1, also ist jedes Glied der Reihe «u und 

12* 
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folglich auch jeder Tangentencoefficient eine ganze positive Zahl. Nach 
dem Vorhergehenden folgt hieraus weiter, dass überhaupt in jeder Reihe 
(a y ) von ö 2y+l an alle Glieder ganze positive Zahlen sind, während die vor- 
hergehenden Null sind. Ferner sind in jeder Reihe (a„) die zwei ersten 
nicht Null werdenden Glieder a 2 "* 1 und a 2r+2 der Einheit gleich, während 
die folgenden sämmtlich gerade Zahlen sind. Aus (B.) und (G) folgt 
nämlich ö 2v+1 = a?_ x und ö 2v+2 = ö 2y+l . Da nun oj = 1 und «S = 1 , so ist 
mithin allgemein a 2v+l = a 2v+2 = 1. Auch ergiebt sich aus (B.) und (G), 
dass ö£ n " M und a 2w+2 zugleich mit a 2 ü_i gerade Zahlen sind, sobald n^>v. 
Nun ist oS w+1 = 2aS n unda?; +2 = 4aI Ä+1 +(ii+l)a? ) n+ S mithin sind in der Reihe 
(a,,) alle Glieder von o5 an gerade, also auch allgemein a\ gerade, sobald 
h > 2^+2. Es sind also namentlich alle auf V = 1 folgenden Tangenten- 
coefficienten ganze positive gerade Zahlen. Auch folgt aus dem Obigen, 
dass die Glieder jeder Reihe (a„) von ö 2y+3 an fortwährend wachsen müssen. 
Die ersten Glieder der Reihe 

(o.) nj, o?j, . . . öG n+1 , 



. . • 



welche identisch ist mit der Reihe 

sind 

«5=1, oj = 2, o* = 16, öS = 272, og = 7936, aj l = 353792, . . . , 
und die ersten Glieder der Reihe 

welche identisch ist mit der Reihe 

2 ' 2 ' ' ' ' 2 ' * " • > 

sind demnach 

a 2 =1, oj = 8, og = 136, 4 = 3968, oJ° = 176896, . . . 

Kann man nun beweisen, dass, abgesehen von öi 2 = 1, die Werthe der übrigen 
Glieder der Reihe (6.) abwechselnd mit den Ziffern 8 und 6 schliessen, 
so folgt von selbst, dass, abgesehen von oi = l, die Werthe der übrigen 
Glieder der Reihe (a.), d. h. die Tangentencoefficienten von T 3 an, ab- 
wechselnd mit 2 oder 6 schliessen. Nun hat man nach (G) und (B.) 

a 7 ,"* 4 = 4a]" +3 + 2(»+2)a ? ü w+2 , 

a\» + > = 6a^ 2 + (*+l)o?; +2 , 
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mithin 

oJ n+4 = 24a\*+ 7 +(6n + 8)(ft+ 2 *). 

Für den Modul 10, auf welchen sich alle folgenden Congruenzen beziehen, 
ist daher 

a$* +4 = 4a^M-(6ii + 8)flSr +a . 

Da aber a, 2n+2 eine gerade Zahl, mithin (5» + 5) o 2 ," 4 " 2 = 0, so ist 

<#+* ^ 4a 2 l » +2 +(»+3)fl5 w+2 , 
und wenn man statt oJ n+2 seinen Werth 4a]*" fl -Kfl+l)ffo" +1 8etzt, 

o 2 ,** 4 = 4ö 2 1 w+2 +(4»+2)a 2Ä+1 +(» 2 +4»4-3)a 2,,+1 . 



Nun ist 



demnach 



und 



oder 



a] n + 2 = 8a?+ l +na\ n+l und a^ +1 = (*-l)tf\ 

o 2n+2 = 8(w-l)o 2 1 l, + »»i ,,+1 

#+♦ = 2 (» -1) a] n + (8» + 2) af +'+ (a 2 + 4» + 3) «S n+1 



oJ n+4 = 2(n-l)a\ H + (8n+2)a\ n + 1 +2(n 7 +±n+S)<tf-, 

benutzt man noch 

a 2 "+ l = ßa\ n + n<ft, 
so folgt 

o 2 "* 4 = 6o5 n . 

Nun ist o 2 , = 1, also öS = 6 und allgemein o 2 / 44 = 6. Da ferner o 4 , = 8, so 
ist allgemein o 2 ,* = 8 , womit der obige Satz bewiesen ist. Auf diesem 
Wege weiter gehend könnte man auch andere specielle Sätze finden und 
namentlich beweisen, dass die Glieder der ersten Differenzreihe der zwei 
Reihen 

flu ^u flu • • • 

sämmtlich mit 60 schliessen, während die Glieder der ersten Differenzreihe 
der Reihen 

öd flu ^ • • • 

öu Q\) öu • • • 



*) Aus dieser Formel folgt, dass aj n+4 zugleich mit aj*+ 2 durch 8 theilbar ist. 
Nun ist a* = 8, also a\ n durch 8 theilbar, sobald n > 1 und da T 2n +i = 2a 2 *, so sind 
alle Tangentencoefficienten, von T 6 an, durch 16 theilbar. 
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sämmtlich mit 20 schliessen. Aber auch hier wird man, ähnlich wie bei 
den Zfo/erschen Zahlen, auf diesem Wege nicht leicht zu einem allgemeinen 
Gesetze kommen. Wie ich aber ein solches in Beziehung auf die üfoferschen 
Zahlen mit Hülfe eines Satzes, den man Herrn Kummer verdankt, nachge- 
wiesen habe, so kann dies auch hier geschehen, indem man diesen Satz in 
folgender Form ausspricht: 

Wenn die Function cpx durch die Reihe 



und zugleich durch 



cpx = 2a k e qx (e rx -<f*^ 



dargestellt werden kann, so dass a k , q, r> 8 rationale Zahlen sind, deren 
Nenner die ungerade Primzahl p nicht als Factor enthalten, so wird die 
Congruenz 

für den Modul p n stattfinden, sobald die ganzen Zahlen m und n der Be- 
dingung m7>n genügen. Hier findet man nämlich, wenn (k, h) den A 1611 
Binomialcoefficienten der Potenz k bezeichnet, 

cpx = -S-S(-l)*(*,*)ö 4 c Cr(w)+f * + * 1 

woraus sich das Weitere, wie in dem Kummerschen Beweise, ergiebt. 
Wendet man dies auf die Function 

2e~* 

* e x -\- e x 

an, so hat man erstens 

T x* 
cpx = i_r 1 *+-j-*g-j •••, 

und setzt man 

2 _ 1 

gX_l_ £>~~ x x XI 

so erhält man ferner 

X X 

cpx = e — -ie- x (e T -e") a +--, 

so dass also die Bedingungen, unter weichen obige Congruenz stattfindet, 
erfüllt sind. 
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Nun ist hier, im Vergleich mit dem obigen Satze, 

Au = 1, A 2v = i 2 y = ", ^2k-1 = ( — 1) -»2k— 1- 

Setzt man m = 2y— 1 und p — 1 = 2A, so hat man also, sobald 2i' — lf>», 

/ jy n I ^2y-l— «T 2k _ 14 . 2/< (— 1)*H j-2~r 2K . 1+ 4 A K~ 1)* T 2j ,_ 1+2j|Ä (— 1)"* = 0, 

( (mod.p") 

ß 
oder, wenn man statt T 2v - l seinen Werth 2 2y " 1 (2 2v — 1)— - setzt, 

>2v— l/02y 1 \ "* ~ O^y— 1+2Ä/Q2K+2A 1\, 1 \A ^v+A 



2^-i (2^-1) -ü _ n . 2 2 "- ,+2A (2 2y+2A - 1) (- 1)' 



V^= i 2.2«(2^«-l)^-.] = 0, (mod.p"), 



(Ä.) j V + h 

f + !LiL_L2 J ''-^(2^*-l)^... = (mod.p«), 

oder auch, indem man zugleich a ? , , '~ , statt T 2k _, o. s. w. setzt, 

und da o,V +1 = 2o?, r auch 

a, ? l ,+2 "*-«(-l) A a 1 ? / +5{ "- I) *+- + »o l J ) " +7 *±fli ! ) *' = 0, (mod./>"). 

Schreibt man aber die Formel (E.) in folgender Gestalt 

2 2 "- 2 [2 (2 7 "- 1) 4"— » • 2 • 2 S * (2" + '*-l) (-1)* ~ r+h 

n.n — 1 ^ rtiiz/M^n «. v 5, 

~v~+2h 

so ist hier nicht blos 

2 2,- 2 2(2'*-l)A- = T 2 ^ 

eine ganze Zahl, sondern, wie schon Euler bemerkt hat, und wie sich leicht 
aus dem S/awrf/schen Satze beweisen lässt, auch 2(2 K — l)B y . Ist also v 

D 

eine ungerade Zahl, so muss 2(2 2y — 1) — - ebenfalls eine ganze Zahl sein 
und dasselbe gilt von jedem Ausdrucke 

sobald A gerade (d. h. p = 4/+1) und v ungerade ist 

Da demnach der in (E\) in Klammern stehende Ausdruck eine ganze 
Zahl ist, so folgt, dass wenn v ungerade und p = 4/+1 der aus (D.) sich 
ergebende Ausdruck 

T 2y _i— n T 2k _ 1+2A H — 
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zugleich durch p n und durch 2 2y " 2 theilbar ist, sobald 2v— 1 ^> »• Ist also 
p = 5 und ist zugleich 2v— 2 ^> », so ist dieser Ausdruck durch 10* theilbar. 
Zugleich ist dieser Ausdruck, abgesehen vom Zeichen, nichts anderes als 
das allgemeine Glied der » ten Differenzreihe der Reihe 

Beginnt man also in der Reihe 

*1, *5, *9, 

oder, was dasselbe sagt, in der Reihe 



• • • 



«0, 



flu, 



flu, 



• • • 



mit dem Gliede T a oder a&, dessen Index a die kleinste Zahl ^> w+1, und 
bildet die n ie Differenzreihe, so wird in dieser jedes Glied mit mindestens 
n Nullen schliessen. Fängt man also mit T 5 an, so findet man, dass jedes 
Glied, der ersten, zweiten, dritten und vierten Differenzreihe bezüglich mit 
1, 2, 3, 4 Nullen schliesst. Setzt man dagegen n = 5, so muss man mit 
T Q beginnen, wenn schon das erste Glied der fünften Differenzreihe mit 
nicht weniger als 5 Nullen schliessen soll. Die Richtigkeit dieser Behauptung 
zeigt folgende Uebersicht, in welcher von T 13 an, um Raum zu sparen, 
nur die letzten 7 Ziffern des Werthes aufgenommen sind. 





T t 


T 


T 


T 

■*I7 


T 


r « 


T 




16 


7936 


.2368256 


.5342976 


.3124096 


.7983616 


.5473536 


Diff.I 




7920 


2360320 


2974720 


7781120 


4859520 


7489920 


» n 






2352400 


0614400 


4806400 


7078400 


2630400 


„ m 








8262000 


4192000 


2272000 


5552000 


, iv 










5930000 


8080000 


3280000 


„ V 












2150000 


5200000 



Da allgemein 

fl?r 2 = k 

so ist mithin, wenn man zu der Reihe 



2y— 1 



1 



flu Au Au • • • 



die nt* Differenzreihe bildet, auch diese durch p* und zugleich durch 2 2y ~ 3 

theilbar. Sobald man also in dieser Reihe mit dem Gliede a5 y ~ 2 beginnt, 

dessen Index 2v— 2 5>»+l, ist jedes Glied der n 1 ** Differenzreihe durch 
10 n theilbar. 
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Bisher wurde vorausgesetzt, dass v ungerade. Ist dagegen v eine 
gerade Zahl und zugleich h gerade, so wird jeder Ausdruck 

2 9 ,fcA (2 2v+2 ** Y) y + kh 

eine ganze Zahl. Denn jedenfalls ist 



By+kh __ 



eine ganze Zahl. Ist nun kh = 2 m w, so dass u eine ungerade Zahl ist, so 
ist v+kh höchstens durch die m te Potenz von 2 theilbar. Setzt man also 
v+kh = 2'v, so dass t> eine ungerade Zahl ist, so ist 8 höchstens = m, mit- 
hin muss 

eine ganze Zahl sein, da der Nenner des Werthes von B y+m wie jeder 
Bernoullischen Zahl, die erste und keine höhere Potenz von 2 enthält. 
Zugleich ist 2 2M = 2 2m+1 .i* durch 2 m theilbar, mithin ist 

eine ganze Zahl, d. h. alle in der Formel (£'.) innerhalb der Klammer 
enthaltenen Glieder, das erste ausgenommen, sind ganze Zahlen. Nun ist 

auch 2 2K ~ 2 . 2 (2 2y — 1)— — eine ganze Zahl; ist also v = 2't0, wo to eine unge- 
rade Zahl bedeutet, so muss 2(2 2 "— 1)— - eine ganze Zahl sein, also auch 

2^»(2 2y -l) A mithin muss 2 2 "- 1 (2 2 "-l) A durch 2 2 "- 2 -' theilbar sein, also 

auch die Reihe (E\) oder, was dasselbe sagt, die Reihe (D.). Ist mithin 
wieder p = 5, so wird diese Reihe durch 10" theilbar sein, sobald 2r— 2— /^> ». 
Hat man also die Reihe 

oder 

.3 ", Ä ll 



. • • 



... 



und bildet daraus die » te Differenzreihe, so endigen deren sämmtliche Glieder 
mit mindestens n Nullen, wenn man in der Reihe o, 3 , u. s. w. mit dem Gliede 
a, 2 *"" 1 beginnt, dessen Index 2v— 1 = 2' +1 .t0— 1 um / vermindert ^>w+l ist 
Beginnt man z.B. mit a, 3 , so ist ^ = 2, also / = 1 und 2v— 1—1 = 2, also 
darf n nicht grösser als 1 sein. In der That ist 

aj = 2, 0^ = 272, ^ = 353792, <# = ... 757312, aj° = ••• 112832, 
o 2 , 3 = - 852352, a 27 = ... 787872, a 3 / = -. 211392, a, 35 = ... 494912. 
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In der ersten Differenzreihe schliessen nun alle Glieder mit Null. Beginnt 
man mit a, 7 ,, so dass y==4 und /=2, so ist 2v— 1— / = 5, also darf n nicht 
grösser als 4 sein. Wirklich findet man, dass dann schon das erste Glied 
der vierten Differenzreihe mit Null schliesst, aber das erste Glied der fünften 
Differenzreihe nicht mit 5 , sondern nur mit 4 Nullen schliesst. Dies tritt 
erst dann ein, wenn man mit «i 1 beginnt u. s. w. 

Hieraus folgt dann ferner, dass, wenn man aus der Reihe 

«u tt a ( , ... 

die n te Differenzreihe bildet, in dieser sämmtliche Glieder durch 10" theil- 
bar sein werden, wenn man mit demjenigen Gliede o?,""" 2 beginnt, welches 
der Bedingung 2v—3—t^>n gentigt. 

Fasst man das Vorhergehende zusammen, so ergiebt sich, dass jede 
der vier Reihen 



o, 1 , 


«?, og 


. . . 


0.) 


öS ai° 


. . . 


öS 


o2 a,V 


. . . 


öS 


a&«tf 


• • • 



die Eigenschaft hat, dass, wenn man aus jeder, von einem bestimmten 
Gliede angefangen, die Differenzreihen bildet, spätestens in der « ten Diffe- 
renzreihe jedes Glied mit mindestens n Nullen schliesst. Diese Reihen ge- 
hören also auch zu der Gattung Reihen, auf welche ich in der mehrfach 
erwähnten Abhandlung aufmerksam gemacht habe, bei welchen man näm- 
lich aus den bekannten n letzten Ziffern einer hinlänglichen Anzahl der 
ersten Glieder, die letzten n Ziffern aller folgenden Glieder durch eine 
allgemeine Formel finden kann. Während aber, wie ich dort gezeigt habe, 
nicht blos die Ew/erschen Zahlen, sondern auch die Reihen höherer Ord- 
nung, welche ich dort durch (a k ) bezeichnet habe, zu dieser Gattung von 
Reihen gehören, ist dies hier nicht der Fall. Die Reihen, welche ich oben 
durch (a„) bezeichnet habe, gehören nicht mehr zu dieser Gattung, sobald 
nicht v = ist. 

Zum Schlüsse füge ich noch folgende Bemerkungen hinzu. Setzt 
man in (D.) für v die Einheit, so erhält man, da T x = 1, 

T p = (-1)^ (moip). 
Setzt man für T p seinen Werth — >v> , . B p + X und berücksichtigt, dass 
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2".(2 P+1 -1) = 2.3 (mod./>), 
so folgt, 

12B Pjtl = {-iy. 

7 

Bezeichnet aber E p+l die ^ te ffofersche Zahl, so ist auch 

2 & 

E^ = (-l^S, 

2 

also T p = Ep+i. Femer da JE P = 1 (mod. p) **) , auch 

Allgemein folgt aus (D.) , wenn man » = 1 setzt, 

r a „_ l+p _, = (—1) 2 r aif .! (mod.p). 
Setzt man also v= 2~~~?. so gi^bt dies 

T^ = (-1)^^=1, 
und wenn man v = g~~ ^ +1 setzt, 

M*+i)(p-i)+i — (~~1) i*(p-i)+i. 

Nun ist, wenn man k = 1 setzt, 

' r, = (-1^ , 

also 



T i(p _, )+1 = (—1) a (mod./>). 



*) Bd. 79 p. 86 dieses Journals. 
**) Ebendaselbst. 

Göttingen, den 25. Januar 1879. 
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Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefficienten. 

(Fortsetzung der Abhandlung im 86. Bande dieses Journals.) 

(Von Herrn G. Frobenius in Zürich.) 



JMachdem ich im ersten Theile dieser Arbeit die Theorie der 
Aequivalenz von bilinearen Formen behandelt habe, gehe ich zur Beant- 
wortung der Frage über, welche Bedingungen nothwendig und hinreichend 
sind, damit eine Form unter einer andern enthalten sei. Als Ausgangspunkt 
nehme ich die Theorie des relativen Enthaltenseins in Bezug auf einen 
Modul (§. 14 — 17), von der ich in §. 18 Anwendungen auf die Lehre von 
den linearen Congruenzen mache, und auf die ich in §.21 die Theorie dea 
absoluten Enthaltenseins zurückführe. 

Ist k eine (positive) ganze Zahl und geht die bilineare Form 
A = 2a a ßX a y ß der m+n Variabein *) x x , ... x m ; y M ... y n durch die linearen 
Substitutionen 

(1.) x a = 2p ya x Y9 y ß = Zqßtf'i (mod. A) 

in B = 2:b Y3 x' r y's über (die Definition dieser kurzen Redewendung findet 
man im ersten Theile §. 11), so heisst die Form B (mod.A) unter A ent- 
halten. Die Anzahl der neuen Variabein kann der Anzahl der ursprünglichen 
gleich, sie kann aber auch kleiner oder grösser sein. Ist (mod. k) B unter 
A und C unter B enthalten, so ist auch C unter A enthalten. Ist B (mod.&) 
unter A enthalten, und ist h ein Divisor von k, so ist B auch (mod. h) unter 
A enthalten. Zwei Formen, die sich gegenseitig (mod. k) enthalten, werden 
(mod. k) äquivalent genannt. Sind zwei Formen einer dritten äquivalent, so 

• 

sind sie es auch unter einander. Die Gesammtheit der Formen, die einer 
bestimmten äquivalent sind, heisst eine Klasse von Formen. Ist B unter A 



*) Enthält A genau p Variabein x n x 2 , ... x^, so kann man für m irgend eine 
Zahl wählen, die > ^ ist; die Zahlen m und n können also oberhalb gewisser Grenzen 
willkürlich angenommen werden. Bei jeder Form, mit der im Folgenden operirt wird, 
ist vorausgesetzt, dass in derselben über die Zahlen m und n eine bestimmte Festsetzung 
getroffen ist. 
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enthalten, so ist auch jede mit B äquivalente Form unter jeder mit A 
äquivalenten enthalten, oder es ist die durch B repräsentirte Formenkiasse 
unter der durch A repräsentirten enthalten. 

Sind A und B äquivalent, und geht A durch die Substitutionen (1.) 
in B, und B durch die Substitutionen 

(2.) x' =2r x a9 y' s = 28t ß y ß ' (mod.A) 

a p 

in A über, so brauchen die Congruenzen (2.) nicht die Auflösungen der 
Congruenzen (1.) zu sein. Ich habe oben (§. 11) zwei Formen A und B nur 
dann (mod.Ä) äquivalent genannt, wenn die Anzahl der Variabein x' Y [t/'s] 
ebenfalls gleich m [n] ist, d. h. wenn beide Formen als von gleich vielen 
Variabein abhängig betrachtet werden, wenn ferner die Determinanten w* 60 
und n ten Grades \p Y „\ und \q ßf )\ relativ prim zu h sind, und die Congruenzen 
(2.) die Auflösungen der Congruenzen (1.) sind. Ich werde zeigen, dass 
sich diese engere Definition vollständig mit der hier gegebenen weiteren deckt 

§. 14. Die Reduction der bilinearen Formen. 

I. Ist eine Form in Bezug auf mehrere Reihen von Variabein linear, 
so kann man den Variabein solche Werthe ertheilen, dass die Form dem 
grössten gemeinsamen Divisor ihrer Coefficienten und des Moduls congruent 
wird, und dass die Variabein jeder Reihe mit einer beliebig gegebenen Zahl 
keinen Divisor gemeinsam haben. 

Gegeben sei z. B. eine trilineare Form A = 2a aßY x a y ß z Y9 welche in 
Bezug auf die r Variabein x a9 die s Variabein y ß und die / Variabein z Y 
homogen und linear ist. Der Modul sei k = p n p n '* . . , wo p, p\ ... ver- 
schiedene Primzahlen sind, der grösste gemeinsame Divisor des Moduls k 
und der sämmtlichen Coefficienten a ußY sei f. Damit dann A = f (mod. k) 
sei, ist nothwendig und hinreichend, dass diese Congruenz in Bezug auf 
jeden der Moduln p n , p n \ . . . erfüllt wird. Sei p 9 die höchste Potenz von 
p 9 welche in den Coefficienten a ußy sämmtlich aufgeht. Ist p <C ct, # so ist 
f genau durch p Q theilbar. Ist also a x ,^ einer derjenigen Coefficienten, die 
genau durch p 9 theilbar sind, und setzt man 

P* P* 

und falls a, ß, y von x, l, t u verschieden sind, 

* u = 0, ^ = 0, z Y = (mod-p 1 -*), 
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so ist A = f (mod./? 71 ) , und keine der drei Zahlen x x9 y l9 z u ist durch p 
theilhar. Ist aher qI^lti, so ist f durch p n theilbar, und folglich ist für 
alle Werthe der Unbekannten A = f (niod.p 71 ). Man kann daher die Un- 
bekannten x a (mod./?) r Zahlen congruent setzen, die nicht sämmtlich durch 
p theilbar sind, und ebenso die Unbekannten y ß und die Unbekannten z r 
Auf dieselbe Weise verfahre man mit den Factoren p' n , p" n ", . . . des 
Moduls k. Sind ferner q, q, . . . beliebig gegebene von- p, p, ... ver- 
schiedene Primzahlen, so setze man in jeder Reihe von Variabein eine 
congruent 1 (mod.gr), eine congruent 1 (mod.gr') u. s. w. So erhält man zur 
Bestimmung jeder einzelnen Variabein ein System von Congruenzen, deren 
Moduln relative Primzahlen sind, und denen man daher allen gleichzeitig 
genügen kann. Die so gefundenen Werthe haben die Eigenschaft, dass 
die Variabein jeder Reihe mit pp'...qq f ... keinen Divisor gemeinsam haben. 

z. B. ist eine Determinante w ten Grades, in welcher die Elemente 
der ersten m (< n) Zeilen gegebene Zahlen, die der letzten n—m Zeilen 
Variabein sind, in Bezug auf die Elemente jeder dieser letzten Zeilen eine 
homogene lineare Function, und die Coefficienten dieser (n—m) fach linearen 
Function sind die Determinanten m ten Grades, die sich aus den Elementen 
der ersten m Zeilen bilden lassen. Ist daher f der grösste gemeinsame 
Divisor dieser Determinanten und des Moduls k, so kann man den Elementen 
der n— m letzten Zeilen solche Werthe ertheilen, dass die ganze Determinante 
congruent f (mod. k) wird. Ist speciell m=l, sind also n Zahlen p x , p 2 , ... p n 
gegeben, die mit dem Modul den grössten gemeinsamen Divisor / haben, 
so kann man eine Determinante » ten Grades \p aß \ = f (mod.Ä) bilden, in 
welcher p lß = p ß ist. Dieser Satz gilt aber nur unter der Voraussetzung, 
dass n > 1 ist. 

Sei jetzt A = 2a a ßX a y ß eine bilineare Form der m Variabein a?„ ... x m 
und der n Variabein y x , ... y n , sei f x der grösste gemeinsame Divisor des 
Moduls k und der sämmtlichen Coefficienten a aß9 und seien <r a = » la und 
y ß = q ßl Werthe, die der Congruenz A = f x (mod.Ä) genügen, und zwar 
solche Werthe, dass weder die m+1 Zahlen p la und k, noch die n+1 Zahlen 
q ßv und k einen Divisor gemeinsam haben. Dann kann man, falls die 
Zahlen m und n beide grösser als 1 sind, eine Determinante m ten Grades 
\p ya \ = 1 und eine Determinante » teü Grades 1^1 = 1 (mod.*) bilden. 
Durch die Substitutionen 

x a = Zp ya x y , yß = <$ 9ßS V* 
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geht die Form A in 

f x C = f x 2c y6 x r y' 6 
über, wo 

f x c n = Hp la a aß q ßx =fx (mod. k), 

ct,p 

also c n = 1 (mod. - f -j ist. Mithin ist 

C = (^+c 2l aT;+-..+c ml a?;j(»i+Ci^2H Yc^+A, (jnod.y-j, 

wo 

die Variabein a?i, y\ nicht enthält. Setzt man daher 

v'i+C2iX2+ — + c ml x' m = a?i', yi+c, 2 yi+ • +c u yn = y' x , 

so geht C in x i 'y'i+A x über, und folglich lässt sich (wenn man die Striche 
bei den neuen Variabein unterdrückt) A durch Substitutionen, deren Deter- 
minanten congruent 1 (mod.Ä) sind, in f { x l y l +f l A 1 (mod.&) transformiren, 
wo A x nur die Variabein x 2j ... x m ; y 2 , ... y n enthält. 
Ist aber z. B. m = 1, also 

A = x l (a n y 1 +a l2 y 2 '] r-a in y m \ 

so kann man nach Satz I. die Congruenz 

«iiyi+ö 12 yd Va in y n = f x (mod.*) 

durch n Zahlen y ß = qß X befriedigen, die mit & keinen Divisor gemeinsam 
haben, und dann, falls w>l ist, ganz wie oben verfahren, also, da p n = l 
ist, A durch Substitutionen, deren Determinanten congruent 1 sind, in f v x v y x 
transformiren. Ist aber auch n = 1, also q n relativ prim zu ä, so geht A 
durch die Substitutionen 0^ = 0?',, y x = q iX y\, deren Determinanten relativ 
prim zu k sind, in f x x\y\ über. 

Sind die Coefficienten von f x A x nicht sämmtlich durch k theilbar, 
und ist f x f 7 der grösste gemeinsame Divisor dieser Coefficienten und des 
Moduls k, so kann man f x A x auf die nämliche Weise in 

fifiX 2 y 2 +f x f 2 A 2 (mod.Ä) 

transformiren, wo A 2 nur die Variabein a? 3 , ... x m ; y 3 , ... y n enthält, und 
dies Verfahren kann man so lange fortsetzen, bis man zu einer Form 
/i/2.../ r ^4 r+1 gelangt, deren Coefficienten alle congruent Null (mod.Ä) sind. 
Die Zahl r kann nicht grösser sein, als die kleinere der beiden Zahlen tn 
und n. Die Form A lässt sich also durch Substitutionen, deren Determi- 



100 Frobenius, Theorie der linearen Formen mit ganzen Coefßcienlen. 

nanten relativ prim zu k sind, in 

G = fiX l y l +fJ 7 x 2 y 7 +f l f 2 f 3 x 3 y z -\ \-fif*...f r *rllr (mod.Ä) 

transfonniren, oder wenn man 

setzt, in 

G = giX 1 y l +g 2 x 7 y 2 -\ YgrXrVr, 

wo g Q durch g^ t und k durch g r theilbar und k^>g r ist. Nennt man also 
eine Form 2g^ a x Q y a der r+r Variabein a? M ... x r ] y Xl ... y r9 in welcher 
g Qa = ist, falls p von er verschieden ist, g QQ < k ein Divisor von ä und 
durch ^ e -i, ? -i theilbar ist, eine reducirte Form (mod.Ä), so ist damit der 
Satz bewiesen: 

II. Jede bilineare Form ist (mod.k) einer reducirten Form äquivalent. 

Die Untersuchung, ob zwei reducirte Formen äquivalent sein können, 
stützt sich auf den Begriff des Ranges einer Form (mod./r). 

§. 15. Der Rang einer bilinearen Form in Bezug auf einen Modul. 

Zwei Systeme von je m linearen Formen heissen (mod. k) congruent, 
wenn die Coefficienten des einen der Reihe nach den entsprechenden Coef- 
ficienten des andern congruent sind. Sie heissen (mod.Ä) äquivalent, wenn 
jedes durch lineare Substitutionen in ein dem andern congruentes System 
transformirt werden kann. 

I. m lineare Formen von beliebig vielen Variabein sind (tnod.k) m 
andern äquivalent, die von höchstens m Variabein abhängen. 

Sind 

A = ö al y 1 +o«2y 2 H Ya an y n (a = 1, 2, ... m) 

m (<Cn) lineare Formen, so kann die bilineare Form 

A = 2A a x a = Za aß x a y ß 
durch Substitutionen 

x y = Zb ay x a9 y ß = ^q ßS y)i 9 {a,y = 1, ... w; ft*=l,...»), 

deren Determinanten relativ prim zu k sind, in eine reducirte Form Z\ g q x' e y' Q 
transformirt werden, wo r^w ist. Demnach ist 

j?<*aßqßd = b ad g ö {ß = 1, ... r), fo aß qßs = (d = r+1, ... *), 
und mithin gehen die m Formen A a durch die Substitution y ß =<2q ß sy's in 
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die tn Formen 

Ä* = baigiy\+b«792y'i+'~ + b ar g r y' r 

über, welche von r<Lm Variabein abhängen. 

In einer Klasse (mod.Ä) äquivalenter bilinearer Formen muss für 
diejenigen Formen, für welche die Anzahl m+n der Variabein x Xl ... x m ; 
y 19 • • • y% ein Minimum ist , m = n sein. Denn ist in der Form A z. B. 
m <C n, so ist A einer reducirten Form äquivalent, die von höchstens m+m, 
also von weniger als m+n Variabein abhängt. Enthält eine Form einer 
Klasse r+r Variabein und keine weniger als r+r Variabein, so heisst r 
der Rang der Klasse (mod.Ä) und auch der Rang jeder einzelnen Form 
der Klasse. 

Sei A eine Form vom Range r (mod. k) und Ä = Sa U ß x a y ß eine 
ihr (mod. k) äquivalente Form von r + r Variabein. Enthält A die Form B, 
so kann auch A durch lineare Substitutionen 

(1.) x a = 2p ya x Y , y ß = ^q ßS y's (a, ß = 1, 2, . . . r) 

in B transformirt werden. Ist die Anzahl der Variabein x y [y's] nicht <^ r, 
so können die r linearen Formen x a \t/ß] durch Substitutionen 

(2.) x r = 2 r xy xi, y's =2 *ti yi , 

deren Determinanten relativ prim zu k sind,- in r Formen 

(3.) x„ = 2 t Xtt x, t Vß = 2 Uß y'l 

transformirt werden, die von höchstens r Variabein abhängen. Geht die 
Form B durch die Substitutionen (2.) in B' über, so wird Ä durch die aus 
(1.) und (2.) zusammengesetzte Substitution (3.) in B' transformirt. Da 
aber die Congruenzen (3.) höchstens r der Variabein a£ [yi ] enthalten, die 
in den Congruenzen (2.) vorkommen, so hängt die Form B' von höchstens 
r+r Variabein ab, und mithin ist ihr Rang nicht grösser als r. Da die 
Determinanten der Substitutionen (2.) relativ prim zu k sind, so sind die 
Formen B und B' äquivalent, haben also denselben Rang. Daraus folgt: 

II. Ist B (mod. k) unter A enthalten , so ist der Rang von B (mod. k) 
nicht grösser als der Rang von A. 

Ist h ein Divisor von k 9 so ist B auch (mod.A) unter A enthalten, 
und daher ist der Rang von B (mod.A) nicht grösser als der Rang von 
A (mod.A). Ich werde zeigen (§. 17), dass auch umgekehrt der Satz gilt: 
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III. Damit B (mod.k) unter A enthalten sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass in Bezug auf jeden Divisor von k der Rang von B nicht 
grösser als der Rang von A ist. 

IV. Damit zwei Formen (mod. k) äquivalent seien, ist nothwendig und 
hinreichend, dass sie in Bezug auf jeden Divisor von k denselben Rang haben. 

Ich werde sogar nachweisen, dass diese Bedingung nicht fttr alle 
Divisoren von k erfüllt zu sein braucht, sondern nur für gewisse Divisoren 
von k, welche ich die Invarianten von A (mod.ft) nennen werde. Diese 
Theoreme zeigen, welche Bedeutung der Begriff des Ranges in Bezug auf 
einen Modul für die Theorie der bilinearen Formen besitzt. Sie folgen un- 
mittelbar aus dem Satze, dass, wenn 

G = giX l y l +~+g r x r y r 

irgend eine der Form A (mod.ft) äquivalente reducirte Form ist, die Zahl 
r gleich dem Range von A ist. Der Beweis desselben (§. 17) beruht auf 
der folgenden Untersuchung. 

§. 16. Die Anzahl der Reste eines Systems linearer Formen in Bezug auf einen Modul. 
Zwei Systeme von je n Zahlen a,, a 2l ... a n und 6 l7 6 2 > ••• b H 
heissen (mod.ft) congruent, wenn gleichzeitig a x ^b x ^ a 2 = b 2l ... a n = b n 
ist. Ist A = 2a a ßX a y ß , so bezeichne ich die Anzahl der (mod.ft) incon- 
gruenten Werthsysteme, welche die m linearen Formen 

dA 
(1.) jfc- =A a = a al y l + a a2 y 7 +~ + a on y H 

darstellen können, mit (A, ft). Geht A durch die Substitutionen 

(2.) y ß = q ß iy'i + qß2y2+~-+qßsy', (mod.ft) 
in B = 2b r ix y y's über, und setzt man 

-g-p. = B y = b rl y l + b Y7 y' 2 +- - + b rs y' 9 , 

so ist vermöge der Congruenzen (2.) 

(3.) B y = pyxA^+PyiA^ \-p Ym A m . 

Sind nun 6,, 6 2 , ... b r irgend r Zahlen, welche durch die r Formen B Y 
(mod. &) dargestellt werden, so giebt es Zahlen y\ , y', , ... y die den Con- 
gruenzen 

b Y iy l + b Y2 y' 2 + -.- + b yi y' 8 = b y (y=l, 2, . . . r) 
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Genüge leisten. Jedem dieser Werthsysteme entspricht durch die Formeln 
(2.) ein bestimmtes Werthsystem y 1? y 2 , ... y H und mithin durch die 
Formeln (1.) ein Werthsystem A x = a x , A 2 = a 7 , ... ^4 m = a m . Jedem 
Werthsysteme, das durch die Formen B y dargestellt wird, entsprechen also 
ein oder mehrere Werthsysteme, die durch die Formen A a dargestellt 
werden (aber nicht umgekehrt). Sind b y und b y zwei verschiedene Rest- 
systeme der linearen Formen B y , ist a a ein dem Systeme b Y entsprechendes 
Restsystem der Formen A a , d a eins der dem Systeme b' Y entsprechenden, 
so können die beiden Systeme von je m Zahlen a a und d u nicht congruent 
sein. Denn sonst wäre zufolge der Relationen (3.) 

b y = Pyl «1 + • • • +P rm *m = Pyl <*'l H VPym <*m = by. 

Mithin ist die Anzahl der incongruenten Werthsysteme, die durch die Formen 
B Y dargestellt werden können, (B,k)^(A,k). Es lässt sich zeigen, dass 
sogar der Satz gilt: 

I. Ist B (tnod. k) unter A enthalten, so ist (A, k) durch {B, k) theilbar. 

Enthalten A und B sich gegenseitig, so ist nicht nur (B, k) <L (A, ä), 
sondern auch (A, k) <^ {B, k). 

IL Sind A und B (mod.k) äquivalent, so ist (A,k) — (B,k). 

Ist daher h ein Divisor von k, so ist auch (A, h) = (B, A). Ich werde 
beweisen, dass auch umgekehrt der Satz gilt: 

III. Damit A und B (mod.k) äquivalent seien, ist nothw endig und 
hinreichend, dass für jeden Divisor h von k die Zahl (A, h) = (B, h) ist. 

Ist G = JSg^x Q y Q eine reducirte Form, der A äquivalent ist, so ist 
(A, k) = (G, Ar). Da G symmetrisch ist, so unterscheiden sich die Formen 

-ä — von den Formen -~— nur durch die Bezeichnung der Variabein, und 

mithin stellen die einen ebenso viele (mod.Ä) incongruente Zahlensysteme 
dar, wie die andern. Daraus folgt: 

IV. Die Anzahl der (mod. k) incongruenten Zahlensysteme, welche die 
m Formen 

«uiIfi + ffrfSfH Va an y n (« = 1, 2, ... m) 

darstellen können, ist eben so gross wie die Anzahl der (tnod. k) incongruenten 
Zahlensysteme, welche die n Formen 

a l ßX l + a 2 ßX 2 -\ Va mß x m (ß = 1, 2, ... n) 

darstellen können. 

14* 
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Da k durch g Q theilbar ist, so ist die Anzahl der (mod. k) incongruenten 
Zahlensysteme, welche die r Formen ^ — = g e y Q darstellen können , gleich 



(G,A) = 



o 

k k k 



9, 9t i 

und folglich ist auch 

Ist allgemeiner h ein Divisor von &, und ist p„ der grösste gemeinsame 
Divisor von A und g 9 , so ist 

( o jA) = A_A_...A_ 

' Pi Pt Pr 

und folglich, da A und (7 auch (mod.A) äquivalent sind, 



§. 17. Enthaltensein und Aequivalenz (mod.A). 

Sei s der Rang der Form A (mod.A), C eine der Form A äqui- 
valente Form von s+s Variabein, und 

eine reducirte Form von A> also auch von C. Ist A ein Divisor von k, so 
können die $ linearen Formen C a = ^ — ein Werthsy stem c t , c 2 , ... c 89 
welches sie (mod.A) darstellen können, auch (mod.A) darstellen. Einem 
Reste (mod. A) entsprechen -r- Reste, die (mod. &) verschieden sind. Einem 

Restsystem c,, c 2 , ... c s (mod.A) entsprechen daher (-r-) Restsysteme, die 

(mod.&) verschieden sind. Einem Werthsy steme c l7 Ca, ... c„ welches die 

Formen C a (mod.A) darstellen, können folglich höchstens \j-j-) (mod.&) 

verschiedener Werthsysteme entsprechen, welche diese Formen (mod. k) 
darstellen, und mithin ist 

(c,ä) =W/ 

Ist h = g r9 so ist 

(C,ft) = /7(A), ( C ,Ä) = 77(A), 

und folglich 

(C,h) ~ V A / ' 
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Darans ergiebt sich, dass r <^ s ist. Da aber s der Rang von A, also auch 
von G ist, und G von r+r Variabein abhängt, so ist *<Sr. Mithin ist 
r = s und folglich hat die Zahl r für jede reducirte Form von A den näjn- 
lichen Werth. Aus diesen Betrachtungen folgt: 

I. Der Rang r einer Form A (mod.k) ist dadurch bestimmt, dass 
es Divisoren h von k giebt, die kleiner als k sind und für welche 

GM) _ f±y 

(A,h) ~~ \ h ) 
ist, aber keinen Divisor h von k, für welchen 

GM) ^ ( AY 

(A,h) ^\hJ 
ist. 

Ist h ein Divisor von k, ist p 9 der grösste gemeinsame Divisor von 

h und g 9 und ist y = q 9 eine Wurzel der Congruenz g Q y=p Q (mod. A), so 

geht G durch die Substitution x^^x^ y e =9 e Sff (mod.A) in 

Q = p x x x y x +"+p r x r y' r (mod.A) 

über. Da umgekehrt Q durch die Substitution 

in G transformirt wird, so sind G und Q (mod.A) äquivalent. Da g e durch 
£ e _i theilbar ist, so ist auch p^ durch p Q _ x theilbar. Da ferner A durch p Q 
theilbar ist, so muss, falls p, +l = A ist, auch 

P»+* = #+3 = • • • = fr = A 
sein. Ist nun p s <A, so ist Q (wenn man die Striche bei den neuen 
Variabein unterdrückt) der Form 

P = p l x i y x +p 2 x 1 y r \ \-p 9 x s y 8 (mod.A) 

congruent Diese aber ist, weil p^ durch p e _ % und A durch p s theilbar und 
h>p 9 ist, eine reducirte Form von A (mod.A). Die Zahl s ist folglich 
der Rang von A (mod.A), hat also ftir jede reducirte Form von A (mod.A) 
denselben Werth. Sie ist dadurch bestimmt, dass g 9+1 durch A theilbar ist, 
g 9 aber nicht. Der Rang von A (mod. A) ist also ^ q, falls g^ nicht durch 
h theilbar ist und <p, falls g Q durch h t theilbar ist, und umgekehrt, wenn 
der Rang von A (mod.A) < p ist, so sind g 9 , g^ Xl ... durch A theilbar, und 
wenn er 2> y ist, so sind g Q , g^ x , . . . nicht durch A theilbar. 
Sei Ä (mod.Ä) unter A enthalten und 

G' = 9iXiyi+g2X 2 y2+»+g\x\y 9 



x 9 — X 9 > y$ — n y V 
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eine reducirte Form von Ä. Ist dann A ein Divisor von k, so ist G f (mod. A) 
unter G enthalten und folglich ist nach Satz II, §. 15 der Rang von G' (mod. A) 
nicht grösser als der Rang von G. Ist h = g 99 so ist der Rang von 
A (mod.A)<p, und mithin ist auch der Rang von Ä (mod.A)<Cp. Daraus 
folgt aber, dass g 9 durch h = g 9 theilbar ist. Ist umgekehrt g 9 durch g e 
theilbar, so geht G durch die Substitutionen 

(1.) x Q = x Q (p = 1, 2, . . . r) (mod. k\ 
y a = -^-y'o (<* = 1, 2, ...*), y r = O.y; (r = *+l, ... r) 

in G' über, und folglich ist Ä unter A enthalten. 

Ist speciell A = Ä, sind also G und G' zwei reducirte Formen von 
A, so ist r — s, und es ist nicht nur g 9 durch g 9 , sondern auch g 9 durch g 9 
theilbar und mithin ist g 9 = g r Es giebt also in jeder Klasse nur eine 
reducirte Form, oder eine Klasse wird durch die Coefficienten der sie re- 
präsentirenden Reducirten vollständig charakterisirt. Daher soll g 9 die q*# 
Invariante von A (mod. k) genannt werden. Ich setze fest, dass, falls (> > r 
ist, g e = k sein soll. 

Aus den obigen Erörterungen ergeben sich zunächst die Sätze III 
und IV, §. 15, I und III, §. 16. Ferner folgt aus ihnen: 

II. Damit eine Form B (mod. k) unter A enthalten sei, ist nothw endig 
und hinreichend 9 dass die Q te Invariante von B (mod.k) durch die, y ie In- 
variante von A (mod.k) theilbar ist. 

III. Damit zwei Formen (mod.k) äquivalent seien, ist nothw endig und 
hinreichend^ dass die Invarianten der einen (mod.k) der Reihe nach den In- 
varianten der andern gleich sind. 

IV. Ist g Q die (? te Invariante von A (mod.k) und ist h ein Divisor 
von gr, +1 , der nicht in g s aufgeht, so ist s der Rang von A (mod.h). 

Aus dem letzten Satze ergiebt sich die Folgerung: 

V. Ist g q die Q te Invariante von A (mod.k), durchläuft h der Reihe 
nach alle Divisoren von k vom grössten bis zum kleinsten, ist r h der Rang 
von A (mod.h), so ist, falls in der Reihe r h (h = k, ... 1) die Zahl r g nicht 
kleiner ist, als alle vorangehenden Zahlen, keine der Invarianten g Q gleich g; 
falls aber r g um fi kleiner ist, als die kleinste der vorangehenden Zahlen, so 
sind genau /n der Invarianten g Q gleich g. 

Nach §. 14 kann die Form A in ihre reducirte Form G durch Sub- 
stitutionen transformirt werden, deren Determinanten relativ prim zu k sind, 
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und durch die inversen Substitutionen, deren Determinanten ebenfalls relativ 
prim zu k sind, geht G in A über. Sind nun A und B zwei äquivalente 
Formen und betrachtet man sie als von gleich vielen Variabein x a und 
gleich vielen Variabein y ß abhängig, so kann man A in G und G in B 
und folglich auch A in B durch Substitutionen transformiren, deren Deter- 
minanten relativ prim zu k sind. 

VI. Sind zwei Formen (mod.k) äquivalent, so können sie durch Sub- 
stitutionen in einander transformirt werden, deren Determinanten relativ prim 
zu k sind. 

§. 18. Adjungirte Systeme linearer Formen in Bezug auf einen Modul. 
Sei A = 2a aß x a y ß eine bilineare Form und seien 
(1.) t/i = b lß , y 2 = b, ß , ... y n = b nß (mod. k) (ß = 1, 2, 3, . . .) 
mehrere Lösungen der m homogenen linearen Congruenzen 

(2.) A H = a^Hi+a^ffi+^ + a^^ = (mod.ft) (u = 1, 2, ... m). 

Seien A,, A*, ... h n die Invarianten der Form B == 2tb uß x a y ß , also h y = k 9 
falls v grösser als der Rang von B ist. Dann kann B durch Substitutionen 

v'v = ^r av x a9 y ß = 2q ßv y v , 

deren Determinanten relativ prim zu k sind, in die der reducirten Form 

congruente Form 

H = 2h v x y y v 

transformirt werden, so dass also 

ist Weil nun nach der Voraussetzung 

Za fAa b oß = 

ist, so ist folglich auch 

= <2a M ab aß q ßy = 2, a Aia r B|f A r , 

Oyß a r 

oder wenn man 

setzt, 

a'pyhy = (mod.&). 

Weil k durch h v theilbar ist, so ist daher 

' - — / 
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wo die Grössen t^ ganze Zahlen sind. Die Form 

ff = 2-j£-x ¥ y ¥ 
geht mithin durch die Substitutionen 

Xy = ^ J^y Xfj 9 y r = y v 

in 

-* = -ä *„,, -y- x^y y = ^ a HV x H y y 

über. Diese aber geht aus der Form ^4 = -S«,^ & M ifa durch die Substitutionen 
hervor, deren Determinanten relativ prim zu k sind, ist also äquivalent mit 

k k 

A. Da -=—- durch -r — theilbar ist, so ist ff, falls man die Glieder mit 

ky hy +l ' 9 

den Coefficienten * weglässt, eine reducirte Form, und folglich ist -r 

die r te Invariante von ff. Seien ^ , ^ 2 > • • • 0« die Invarianten von A, also 
g y = ä, falls y grösser als der Rang von A ist. Da -4', also auch A, unter 

C enthalten ist, so ist nach Satz II, §.17 g v durch -r oder gyh n __ r + x 

durch k theilbar. 

I. Sind g x , g 2 , . . . g n die Invarianten (mod. k) des Coefficientensystems 

Ö al? ö <*2) • • • Q Q n \ a == 1? «1 *i •••) 

find Ai , A2 , ... A„ dt e de» Coefficientensystems 

biß, b 2ß , ... 6 n/9 (/? = 1, 2, 3, ...) 
find fc{ 

<**ib iß +a a2 b 2ß -\ Ya an b nfs = (mod.k), 

so ist gyh^y^ durch k theilbar. 

Die homogenen linearen Congruenzen (2.) werden, falls ihnen die 
Werthe (1.) genügen, auch durch alle Werthe befriedigt, welche die linearen 
Formen 

(3.) y l = 2b iß 2 ß , y 2 = 2b 2ß z ß9 . . . y n = 2b nß z ß 

annehmen können. Stellen diese Formen alle (mod. k) incongruenten Lösungen 
der Congruenzen (2.) dar, so heisst das System der Lösungen (1.) ein 
Fundamentalsystem und die linearen Formen 

B ß = b lß x x +b 2ß x 2 -\ Vb nß x n 

* 

heissen den Formen A a (mod.k) adjungirt. Die Anzahl der incongruenten 
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Lösungen der Congruenzen (2.) ist (§. 11, VIII) gleich üg y , die Anzahl 
der incongruenten Reste der Formen (3.) gleich /7-r— • Damit also die 
Lösungen (1.) ein Fundamentalsystem bilden, ist (§. 11) noth wendig und 
hinreichend, dass ITg y = II -=— oder 

telAnK^An-O"-^*!) = *■ 

ist Da aber g v h n _ y+l durch k theilbar, also 2>k ist, so kann diese Gleichung 
nicht anders bestehen, als wenn fllr alle Werthe von v g ¥ h n _ y+1 = k ist 

IL Sind # l7 ^ 2 , ... g H die Invarianten eines Systems linearer Formen 

k k k 

von n Variabein {mod. k), so sind — , — , • • • — die Invarianten der ihnen 

9\ 9% 9n 

(mod.k) adjungirten Formen. 

Aus den obigen Erörterungen ergiebt sich leicht, dass die kleinste 
Anzahl von Lösungen, aus denen sich alle andern zusammensetzen lassen, 

k k 

gleich dem Range von B ist. Ist g s = 1 und g s+l > 1, also — = k und < Ar, 

9* 9*+* 

so ist der Rang von B gleich n—s. Mit Hülfe des Satzes II, §.19 ergiebt 
sich daraus: 

III. Wenn in einem System homogener linearer Congruenzen (mod. k) 
sswischen n Unbekannten die Determinanten ($+1)*** Grades und der Modul 
einen Divisor gemeinsam haben, die Determinanten s ten Grades aber nicht, so 
besitzen die Congruenzen ein Fundamentalsystem von n—s Lösungen, aber kein 
Fundamentalsystem von weniger als n—s Lösungen. 



§. 19. Die Beziehungen zwischen den Invarianten (mod.fr) und den Elementartheilern. 

Ist di der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten A ten Grades 

der Form A vom Range / (§. 1), und ist ■ . l = e x der X te Elementartheiler 

von A (also e k = , falls l > / ist) , so kann A durch unimodulare Sub- 
stitutionen in die Normalform 

F = e l x l y l +e 7 x 2 y 2 -\ he^y, 

transformirt werden. Ist e r+1 durch Ar theilbar, e r aber nicht, und ist g e der 
grösste gemeinsame Divisor von k und e e , so ergiebt sich auf demselben 
Wege, auf dem in §. 17 die Aequivalenz der Formen G und P bewiesen 
ist, dass F der Form 

G = giX l y 1 +g 2 x 2 y 7 +»+g r x r y r (mod.Ä) 

äquivalent ist Diese aber ist, weil g 9 durch g^ x und k durch g r theilbar 
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und k>g r ist, die Reducirte von F 9 also auch von A (mod. ä), und mithin 
ist r der Rang und g 9 die p te Invariante von A (mod.A). Daraus folgt: 

I. Ist der (r-f l) te Elementartheiler einer Form durch k t heilbar, der 
r te aber nicht, so ist r der Rang der Form (mod.k). 

IL Die Q te Invariante einer Form (mod. k) ist der grösste gemeinsame 
Divisor von k und dem p' cn Elementartheiler der Form. 

Ist Ä = A+kU eine der Form A congruente Form und ist e q der 
p te Elementartheiler von A\ so ist folglich g H auch der grösste gemeinsame 
Divisor von k und e' q , und daher geht g in die p ten Elementartheiler aller 

mit A congruenten Formen auf. Da — und — relative Primzahlen sind, 

so kann man eine Zahl v x so bestimmen, dass -^ — - relativ prim zu e t 

ist. Geht durch die unimodularen Substitutionen, welche F in A trans- 

formiren, die Form 

V = v l x 1 y l +v 2 x 2 y 2 +--- + v l x t y l 

in U über, so ist die Form A+kU=A' der Form F+AF äquivalent, und 
daher bilden die / Zahlen e x + kv x ein System zusammengesetzter Elementar- 
theiler von Ä (§. 6). Zufolge der Regel, wie man aus einem solchen 
System die normalen Elementartheiler berechnet, ergiebt sich daraus, dass 
der A te Elementartheiler e x von Ä das Product aus g x in eine Zahl ist, die 
relativ prim zu e l9 also auch zu e x ist. Daher ist g x der grösste gemein- 
same Divisor von e x und e x . 

III. Die (f te Invariante einer Form A (mod.k) ist der grösste gemein- 
same Divisor der (? ten Elementartheiler aller mit A (mod. k) congruenten Formen. 

Desshalb habe ich die Zahl g q auch den (f ten Elementartheiler (mod. k) 
von A genannt. In §. 11 bin ich von der folgenden Definition ausgegangen: 

IV. Der grösste gemeinsame Divisor (mod.k) der Determinanten l ten 
Grades einer Form A ist der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten 
Xten Grades aller mit A (mod.k) congruenten Formen. 

Daraus habe ich den Satz abgeleitet: 

V. Der grösste gemeinsame Divisor h x der Determinanten l ten Grades 
von A (mod.k) ist der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 

(1.) d x , d x _ x k 9 d x _ 7 k\ ... k\ 
Mithin ist h x auch der grösste gemeinsame Divisor der Zahlen 
(2.) kd x ^; kd x ^k 9 kd x ^k\ . . . kd x k l ~\ kk l ~\ 
(3.) ft rfa-i) eid x - 2 k, e x d x ^k\ . . . e x d^'\ e x k l ~ l . 
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Denn die Zahlen (2.) und die erste der Zahlen (3.) sind zusammen die 
Zahlen (1.), und jede der übrigen Zahlen (3.), e)di_ Q k^" x ist ein Vielfaches 
einer der Zahlen (2.), d x ^ l k 9 ~ l = ej_ e+ ,rf*_ e A r ' 1 , weil e x durch ej_ e+1 theil- 
bar ist. Der grösste gemeinsame Divisor von den Zahlen (2.) ist kh x _ Xl 
der von den Zahlen (3.) e*Aj_i, der von k und e x ist g x , also ist der von 
den Zahlen (2.) und (3.) h x = «frA-i- Daraus folgt: 

VI. Ist (mod.k) gi der l te Elementartheiler und h% der grösste ge- 
meinsame Divisor der Determinanten l ten Grades einer Form, so ist 

^ == "S^7» h ) =g l g 2 ...g x . 

§. 20. Transformation durch unimodulare Substitutionen. 

I. Wenn die n Zahlen a,, a 2 , ... a n und der Modul k keinen Divisor 
gemeinsam haben, und wenn w>l ist, so kann man n ihnen (mod.k) con- 
gruente Zahlen finden, die unter sich keinen Divisor gemeinsam haben. 

In §. 4 habe ich bewiesen, dass man, wenn die 2n Zahlen a a , b a 
keinen Divisor gemeinsam haben und die Determinanten a a bß—a ß b a nicht 
sämmtlich verschwinden, eine Zahl x so bestimmen kann, dass die n Zahlen 
a a +b a x keinen Theiler gemeinsam haben. Sind also die n Zahlen a a nicht 
alle einander gleich, so kann man x so wählen, dass die n Zahlen a a +kx 
keinen Divisor gemeinsam haben. Sind sie aber alle gleich, so ersetze 
man sie zunächst durch n ihnen (mod.Ä) congruente Zahlen, die nicht alle 
gleich sind. 

Beiläufig bemerke ich, dass sich der eben benutzte Satz folgender- 
massen verallgemeinern lässt: 

II. Wenn in einem System nicht homogener linearer Functionen die 
Determinanten zweiten Grades nicht sämmtlich verschwinden, so kann man den 
Variabein solche Werthe ertheilen, dass die Werthe der Functionen keinen 
grösseren Divisor gemeinsam haben, als ihre Coefficienten. 

Die in §. 14 ausgeführte Umformung beruht darauf, dass man m Zahlen 
p a9 die mit k keinen Divisor gemeinsam haben, und n Zahlen q ß , die mit 
k keinen Divisor gemeinsam haben, so bestimmen kann, dass J£a a ßp a qß=f 
(mod.A) wird, wo f der grösste gemeinsame Divisor von k und den Coef- 
ficienten a a ß ist. Dabei kann man, falls m = 1 ist, p t = 1 setzen. Ist nun 
m ^ 1 und n > 1 , so kann man nach Satz I die m Zahlen p a für sich 
ohne gemeinsamen Theiler voraussetzen und ebenso die n Zahlen q ß . Ist 

15* 
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aber m = n = 1 , so kann man p x = 1 und q x relativ prim zu k wählen. 
Die Zahl q x wird aus der Congruenz -~r- y = 1 (mod. -yj gefunden , ist also 

nur (mod. -y) bestimmt. 

Wenn aber die in §. 14 benutzten m Zahlen p Xa keinen Divisor ge- 
meinsam haben, so kann man die dort construirte Determinante nt ten Grades 
\p ya \ nicht nur =1, sondern nach Satz I, §.2 sogar =±1 wählen und 
folglich die ganze Umformung in §. 14 mittelst unimodularer Substitutionen 
ausführen, ausgenommen, wenn man einmal auf eine Form A 9 von 1+1 
Variabein kommt. Dies kann aber, da A 9 als von (m— q) + (n— q) Variabein 
abhängig zu betrachten ist, nur bei dem letzten Schritte eintreten und auch 
dann nur, wenn m = « = r ist, also der » te Elementartheil er von A nicht 
durch k theilbar ist. Dann kann man nur die eine der beiden Substitutionen 
unimodular machen. Wendet man * auch in diesem Falle nur unimodulare 
Substitutionen an, so geht A in eine der Form 

H = 0,tfiyH hgn-lXn-liln-l+gngXnyn (mod. Ä) 

congruente Form H+kV über, wo g v die r te Invariante von A (mod.&) ist. 
Die Zahl g ist nicht (mod.Ä), sondern nur (mod. — ) bestimmt Ist die 

ff H 

Determinante (» ten Grades) von A gleich a, so ist auch die von H+kV 
gleich o, weil diese Form durch unimodulare Substitutionen aus A hervor- 
geht Entwickelt man die Determinante von H+kV nach aufsteigenden 
Potenzen von k, so ist das Anfangsglied gig 2 *..g n g, und alle folgenden 
Glieder sind, weil k durch g n und g v durch g y ^ theilbar ist, durch g l g 2 '"g n -ik 
theilbar. Mithin ist a=g x g 2 ...g n g (jnod.g x g 2 ...g n _ x k) oder 

g = (mod. — \ 

* g im ..g n - t g m \ g n / 

Es ergeben sich also die Sätze: 

III. Sind zwei bilineare Formen (mod. k) äquivalent, so kann die eine 
durch unimodulare Substitutionen in eine der andern congruente transformirt 
werden, ausser wenn in ihnen die Anzahl der Variabein jeder Reihe dem 
Range gleich ist. 

IV. /*/ in zwei (tnod.k) äquivalenten bilinearen Formen die Anzahl 
der Variabein jeder Reihe gleich dem Range n, und ist h der grösste gemein- 
same Divisor ihrer Determinanten (n— l) ten Grades (mod.k), so ist, damit die 
eine durch unimodulare Substitutionen in eine der andern congruente trans- 
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formirt werden könne, nothwendig und hinreichend, dass ihre Determinanten 
n ten Grades (mod.hk) congruent sind. 

Ferner ergiebt sich, dass, wenn A und B (mod.Ä) äquivalent sind, 
stets A in eine der Form B congruente Form durch zwei Substitutionen 
transformirt werden kann, deren eine unimodular ist. Dieser Satz lässt 
sich (vgl. §. 17 (1.)) so verallgemeinern: 

V. Ist B (mod.k) unter A enthalten, so kann A in eine der Form B 
congruente Form durch zwei Substitutionen transformirt werden, deren eine 
unimodular ist. 

Der Satz IV hat auch in der Theorie der absoluten Aequivalenz 
ein Analogon. Während man nämlich zwei äquivalente Formen im All- 
gemeinen durch zwei Substitutionen in einander transformiren kann, deren 
Determinanten beliebig gleich +1 oder —1 sind, muss in dem Falle, wo 
in beiden Formen die Anzahl der Variabein jeder Reihe dem Range gleich 
ist, das Product der beiden Substitutionsdeterminanten gleich dem Quotienten 
aus den Determinanten beider Formen sein. 

Ist A = 2:a a ßX a yß eine Form von n+n Variabein, deren Determinante 
|a a/5 | = l (mod.Ä) ist, so sind ihre Invarianten (mod.Ä) g v sämmtlich 1, und 
ebenso ist die Zahl g = 1. Daher lässt sich A durch unimodulare Sub- 
stitutionen in H+kV transformiren, wo H=x 1 y l -\ [-x n y n ist. Wenn durch 

die inversen Substitutionen, die ebenfalls unimodular sind, — V in U über- 
geht, so wird durch dieselbe H in A + kU transformirt, und folglich ist die 
Determinante \a ufi +ku aß \ = 1, weil sie aus drei unimodularen Determinanten 
zusammengesetzt ist. 

VI. Ist eine Determinante congruent 1 (mod.k), so kann man eine 
unimodulare Determinante comtmiren, deren Elemente denen der gegebenen 
Determinante der Reihe nach (mod.k) congruent sind. 

§. 21. Enthaltensein einer Form unter einer andern. 
Wenn die Form A = 2:a aß x a y ß durch die Substitutionen 

X a = <2Pya Xy , Vfi = 2J q ßS y' 3 

in Ä ^JSdysx'yyl) übergeht, so heisst Ä (absolut) unter A enthalten. Zwei 
Formen, die sich gegenseitig enthalten, heissen äquivalent In einer Klasse 
äquivalenter Formen enthalten diejenigen, welche die wenigsten Variabein 
enthalten, von jeder Reihe gleich viele. Ist die Anzahl derselben gleich 
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l+l, so heisst / der Rang der Klasse und auch der Rang jeder Form der 
Klasse. Der Rang / einer Form A ist dadurch bestimmt, dass ihre Deter- 
minanten (/-fl) teD Grades sämmtlich verschwinden, die Z 1611 Grades aber 
nicht sämmtlich. Ist Ä unter A enthalten, so ist (§. 1) der Rang t von 
Ä nicht grösser als der Rang / von A, und da dann Ä auch in Bezug 
auf jeden Modul k unter A enthalten ist, nach Satz II, §. 15, auch der 
Rang von Ä (mod. k) nicht grösser als der von A. Sind e x und e' x die A ten 
Elementartheiler, also 

F^Se^xitix und F' = 2e x x x y\ 

die Normalformen von A und Ä, so ist nach Satz I, §. 19 der Rang von 
A (mod.ßi) kleiner als X, mithin auch der von Ä, und folglich ist nach 
demselben Satze e x durch e x theilbar. Ist umgekehrt l 5^/ und e x durch 
e x theilbar, so geht F durch die Substitutionen 

(1.) x x = x x (i = l, 2, .../), 

y^^-y', (a*=i,2,...o, yr = o. y ' y (* = r+i,.../) 

in F f über. Daraus ergiebt sich der Satz (Einen speciellen Fall desselben 
giebt Herr Stephen Smith, Phil. Trans, vol. 151, p. 320; Proc. of the Lond. 
math. soc, 1873 vol. IV, p. 244.): 

I. Damit eine bilineare Form B unter einer andern A enthalten sei, 
ist nothw endig und hinreichend, dass der Rang von B nicht grösser ist als 
der Rang von A, und dass der k u Elementartheiler von B durch den l ten 
Elementartheiler von A theilbar ist. 

Da man A in F und F' in Ä durch unimodulare Substitutionen 
transformiren kann (§. 5), so ergiebt sich aus den Gleichungen (1.) der Satz: 

II. Ist B unter A enthalten, so kann A durch zwei Substitutionen 
in B transformirt werden, deren eine unimodular ist. 

Aus den Sätzen II, §. 17 und II, §. 19 folgt ferner: 

III. Ist der Rang l der Form B nicht grösser als der von A, ist der 
l te Elementartheiler k von B durch den l ten Elementartheiler von A theilbar, 
und ist B (mod. k) unter A enthalten, so ist B auch absolut unter A enthalten. 

Sind A und B zwei bilineare Formen, so habe ich die Form 

p ^, dA dB 

~~ dy x dx x 

aus A und B zusammengesetzt genannt (dieses Journal Bd. 84 S. 2). Die- 
selbe wird aus A [B] erhalten, indem man die Variabein x a [y^] ungeändert 
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lässt und die Variabein y ß [x a ] durch -« — [-g — J ersetzt, ist also sowohl 

unter A als auch unter B enthalten. Sind daher e x , e' x , e'i die A ten Elementar- 
theiler von P, A, B, so ist e x sowohl durch e x , als auch durch e x theil- 
bar. Ferner ist jede Determinante A ten Grades von P eine Summe von 
Producten je einer Determinante A ten Grades von A und einer von B. Sind 
daher d x , d' x , d'i die grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten 
iten Grades von P, A, B 9 so ist d x durch d x d x theilbar. Daraus folgt: 

IV. Der grösste gemeinsame Divisor der Determinanten k ten Grades 
einer Form, die aus mehreren zusammengesetzt ist, ist durch das Product aus 
den grössten gemeinsamen Divisoren der Determinanten l ten Grades dieser 
Formen theilbar; und der l te Elementartheiler jener Form ist durch das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache der X ten Elementartheiler dieser Formen theilbar. 

Ist f eine bestimmte Unterdeterminante Ä ten Grades von A, so wird 
die Form B von X + 1 Variabein, deren Determinante f ist, aus A erhalten, 
indem man l Variabein jeder Reihe ungeändert lässt, die übrigen gleich 
setzt, und mithin ist B unter A enthalten. Ist also g der grösste gemein- 
same Divisor der Determinanten (i— l) ten Grades von B, so ist nach Satzl 

f 
der A te Elementartheiler — von B durch den X ten Elementartheiler e x von 

9 
A theilbar. Sind die Unterdeterminanten i ten Grades von A in irgend einer 

Reihenfolge (dem absoluten Werthe nach) gleich f x , f 2 , fc , . . . , ist g a der 
grösste gemeinsame Divisor der Unterdeterminanten (i— l) ten Grades von 

f a und JJL - = h a , so sind demnach die Zahlen h x , h\ , A 3 , . . . , alle, und mit- 

9a 

hin auch ihr grösster gemeinsamer Divisor A, durch e x theilbar. 

Sind di und d x ^ x die grössten gemeinsamen Divisoren der Deter- 
minanten k ten und (i— l) teD Grades von A, so ist g a durch d x _ t und folglich 

f f 

|u durch —=h a , also auch durch h theilbar. Mithin geht h auch in 



dem grössten gemeinsamen Divisor aller Zahlen ^-, in -r-^- = e x auf. Da 

demnach e x durch h und h durch e x theilbar ist , so ist h = e x . {Stephen 
Smith, Phil. Trans, vol. 151, p. 318; Proc. of the Lond. math. soc. 1873, 
vol. IV, p. 237.) 

V. Dividirt man jede Determinante X ten Grades einer Form durch 
den grössten gemeinsamen Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten, so ist der 
grösste gemeinsame Divisor aller dieser Quotienten gleich dem X ten Elementar- 
theiler der Form. 
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Ist eine Primzahl p in d x , rfj_i, f a , g a in den Graden d, d', d-\-x, 
tf+x' enthalten, so ist sie in e x und h a in den Graden #— (P und #— d'+x— x' 
enthalten. Da h a durch e x theilbar ist, so ist folglich x^>x'. Da x und 
x* nicht negativ sind, so muss daher, falls x = ist, auch x' = sein. Durch 
wiederholte Anwendung dieses Satzes ergiebt sich (Stephen Smith 1. c.) 

II. Ist f eine Unterdeterminante l ten Grades einer Form A, welche 
die Primzahl p in keiner höheren Potenz enthält, als sämmtliche Unterdeter- 
minanten k ten Grades von A, so giebt es auch unter den Unterdeterminanten 
^ten Grades von f solche, die p in keiner höheren Potenz enthalten, als sämmt- 
liche Unterdeterminanten fi ien Grades von A. 

Die hier entwickelten Sätze lassen sich mit geringen Abänderungen 
(die namentlich den Ausdruck [A, k) betreffen), auf den Fall übertragen, 
wo die Coefficienten a aß von A anstatt ganze Zahlen ganze Functionen eines 
Parameters s sind. Alsdann ergeben sich aus dem letzten Satze leicht die 
Resultate, welche Herr Stickelberger in seiner Abhandlung Ueber Schaaren 
von bilinearen und quadratischen Formen, dieses Journal Bd. 86, S. 20 ge- 
funden hat. 

Zürich, Januar 1879. 
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Das Additionstheorem der #- Functionen mit 

p Argumenten. 

(Von Herrn Hermann Stahl.) 



Das Additionstheorem der ^-Functionen ist im hyperelliptischen Fall 
für p Argumente von Herrn Weierstrass *) im Anschluss an die Theorie 
der hyperelliptischen Functionen, im allgemeinen Fall für drei und vier 
Argumente von Herrn Weber **) und Herrn Nöther ***) durch Untersuchung 
der ^-Charakteristiken als selbständiger, combinatorischer Gebilde entwickelt 
worden. Im Folgenden sind entsprechende Formeln für p Argumente ge- 
geben. Herr Weber hat der Darstellung und Untersuchung der dreireihigen 
Charakteristiken gewisse Systeme von sieben ungeraden Charakteristiken 
(sog. „vollständige 44 Siebenersysteme) zu Grunde gelegt und Herr Nöther 
dieselben für vierreihige Charakteristiken zu ähnlichen Achtersystemen er- 
weitert. Diese Darstellungen sind indess als specielle Fälle in einem Satz 
von Riemann (§. 1) enthalten, nach dem sich in mannigfacher Weise sämmt- 
liche - Charakteristiken durch 2p linear unabhängige derselben sehr ein- 
fach darstellen und auf ihren Charakter (ob gerade oder ungerade) prüfen 
lassen. In §. 2 sind mit Hülfe dieses Satzes zwei zusammengehörige Systeme 
von je 2 P Charakteristiken gebildet, die ich mit P und Q bezeichnet und 
Achtersysteme genannt habe, da sie sich in 2 P ~ 3 Reihen von je acht Gliedern 
anordnen. Die einfachen Beziehungen zwischen denselben sind soweit an- 
gegeben, als sie im Folgenden zur Anwendung kommen. Diese Systeme 
dienen in §. 3 zur Herleitung des allgemeinen Additionstheorems der 
#- Functionen und zwar das eine System zur Darstellung des Theorems 



*) Vgl. Königsberger, Ueber die Transformation der Abelschen Functionen. 
Dieses Journal Bd. 64 p. 17. 

**) Weber, Theorie der j46e/schen Functionen vom Geschlecht 3. Berlin, 
G. Beinier. 1876. 

***) Nöther, Zur Theorie der ^-Functionen von vier Argumenten. Math. Ann. XIV 
p. 248. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVin. Heft 2. 16 
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mit unbestimmten Coefficienten, das andere System zur Bestimmung der 
Coefficienten. §. 4 enthält weitere #- Relationen , zum Schluss Relationen 
zwischen geraden ^-Functionen und derivirten ungeraden ^-Functionen für 
die Nullwerthe der Argumente, die den Zusammenhang zwischen den 
#- Moduln und den Klassenmoduln der Abefachen Functionen vom Ge- 
schlecht p vermitteln. Die hier entwickelten ^-Relationen sollen keineswegs 
erschöpfend sein, sondern nur ein Beispiel für die Anwendung des erwähnten 
Riemanmchen Satzes. 

§. 1. Bildung der Charakteristiken. 
Charakteristik heisst ein Zahlencomplex von p Reihen der Form 

v ' \m l m i ...m p y Vi»/ 7 

in dem jede Zahl n oder m beliebig einen der Werthe oder 1 hat. Die 
Charakteristik ( n ) heisst gerade (=</) oder ungerade (=w), je nachdem 

(2.) 2t n r m r = oder = 1 (mod. 2). 

i 

Unter der Summe zweier Charakteristiken 
versteht man den Complex 

^m 1 -) r (i l m t -{-fi i ...m p +fi p / v «ip 

wobei 

n r + v r und m r + fi r (mod. 2) 

zu nehmen ist. Die Summe zweier Charakteristiken ist also identisch mit 

ihrer Differenz. Die Summe von zwei gleichen Charakteristiken ist stets 

cm C:::2)-°- 

Ebenso wie man zwei Charakteristiken zu einer zusammensetzt, kann man 
auch jede Charakteristik in zwei zerlegen. Von der Zahl der Charakte- 
ristiken, sowie von der Zahl der Zerlegungen einer Charakteristik in zwei 
andere gilt Folgendes: 

I. Die Zahl der Charakteristiken überhaupt ist = 2 7p ; die Zahl der 
geraden = 2 P " 1 (2 P +1), der ungeraden =2 p - 1 (2 p -l). 

Jede Charakteristik (mit Ausnahme von OJ lässt sich in 2 ?p_1 Paare 
von verschiedenen Charakteristiken zerlegen, und zwar in 2 2(p ~ 1) Paare von 
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je einer geraden und einer ungeraden, in 2 P ~ 2 (2'"~ 1 +1) Paare von zwei 
geraden und in 2 P ~ 2 (2 P ~ 1 — 1) Paare von zwei ungeraden Charakteristiken. 

Wir gehen aus von einem Satze von Riemann, den Herr Prym*) 
mitgetheilt und bewiesen hat. 

II. Es lassen sich immer auf mannigfache Weise 2p +1 Charakteristiken 
a Xl (h, ... dhp+i bestimmen, deren Summe gleich 0, während je 2p derselben 
linear unabhängig sind, und aus denen sich sämmlliche Charakteristiken zu- 
sammensetzen lassen. Bezeichnet man nämlich durch A die Summe der geraden 

g u 

(JE) oder, was dasselbe, die Summe der ungeraden (^) unter den Charak- 
teristiken a, durch J£ aber die Summe von irgend r derselben, so sind die 
Charakteristiken 

(6.) A, A+2J, A+2;, . . . A+ P £, A+£ 

sämmtlich verschieden und stellen alle 2 7p Charakteristiken dar. Von diesen 
Formen (6.) sind {wenn q == 0, 1, 2, . . .) 

(P A p— 47— 3 p— 4q - 4 

gerade A+2J, A+ £ , A+ £ , 
ungerade A+ 2! > A+ £ • 

Für den Beweis dieses Satzes, sowie die Bildung solcher Systeme von 
2p +1 Charakteristiken mit Hülfe der hyperelliptischen Functionen verweise 
ich auf Prym 1. c. In specieller Fassung und mit anderem Beweis giebt 
diesen Satz neuerdings Herr Schottky**). 

Nach II ist A ungerade oder gerade, je nachdem p von der Form 
4^+1, 4^+2 oder von der Form 4^+3, 4gr-f4; ferner sind stets A+2! 

und A+j? von entgegengesetztem, A+j£ und A+j? von gleichem Charakter. 
Es sei nur bemerkt, dass das System von 2p +1 Charakteristiken 

(8.) (i4a,), (Aa 2 ), . . . (Aa^+x) 

die Eigenschaft hat, dass die Summe von je 1, 5, 9, . . . Elementen den- 
selben, die Summe von je 3, 7, 11, ... Elementen ebenfalls unter sich den- 
selben, aber den ersten Summen entgegengesetzten Charakter hat, während 
die Summe einer geraden Zahl von Elementen unbestimmt bleibt. Von 



*) Prym, Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättr. Fläche. Denkschr. der 
Schweizer, naturfursch. Gesellschaft Bd. XXII (Zürich 1866) §. 12 u. 13. 

**) Schottky, Abriss einer Theorie der Abel&chen Functionen von drei Variabein. 
Habil. -Schritt, Breslau. 1878. 
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den Systemen (8.) sind die von Herrn Weber (1. c.) zur Darstellung ver- 
wandten „vollständigen 44 Siebenersysteme, desgl. die iVö/Aerschen Achter- 
systeme specielle Fälle. 

Die Vergleichung von I und II giebt noch die Identitäten 

l+(2^+l) 1 +... + (2^+l) p _ 1 +(2p+l) p = 2", 
(9.) { i(2p+lV** +i(2/>+lW» = 2*- , (2»+D, 

Neben die Darstellung (6.) der sämmtlichen Charakteristiken tritt eine 
zweite, indem man zu allen Formen (6.) ein und dieselbe beliebige Charak- 
teristik addirt. Addirt man zunächst A, so hat man in den Formen 

(10.) 0, £, £, . . . P £, k 

wieder alle 2 ?p Charakteristiken. Den Charakter dieser Formen bestimmt 
man, indem man zu jeder derselben entweder A+J; oder A+jg, d. i. 
(s. II) addirt und die doppelt auftretenden a weghebt. Addirt man dagegen 
zu (6.) eine beliebige Charakteristik, so kann man dieselbe stets in einer 
der Formen (10.) annehmen, und der Satz II giebt dann unmittelbar den 
Charakter der neuen Formen an. 

Zwei verschiedene Darstellungen sämmtlicher Charakteristiken wie 
etwa (6.) und (10.) ergeben nun mannigfache Beziehungen zwischen den 
Charakteristiken, so z. B. die Zerlegungen jeder Charakteristik in eine 
gerade und eine ungerade, in zwei gerade, in zwei ungerade Charakteristiken; 
ferner die für ^-Relationen bestimmter Art geeigneten Verbindungen von 
Charakteristiken u. s. f. Um diese Beziehungen zu verfolgen, wird man 
vorzugsweise solche Darstellungen der Charakteristiken wählen, bei denen 
sich der Charakter der Formen am leichtesten übersehen lässt. Ich lege 
desshalb, jedoch nur vorläufig, den folgenden Betrachtungen ein bestimmtes 
System von (2/?+l) Charakteristiken zu Grunde, nämlich (p+1) gerade, 
durch a M ... a p+1 , und p ungerade, durch a^ ... a p bezeichnete Charakte- 
ristiken. Ein solches System ist zuerst von Herrn Weierstrass benutzt, 
von dem überhaupt der Gedanke herrührt, sämmtliche Charakteristiken 
aus (2p + 1) derselben zusammenzusetzen*). 

Für das zu Grunde gelegte System 

(11.) a 1? Chi • • • ö j>+n a i> a 2? • • • a P 

*) Vgl. eine Note von Herrn Borchardt, dieses Journal Bd. 87, p. 169. 
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ist 



p4-l p P*M p 

(12.) A = jtö = 2 ß und ^;a+2:a = 0. 



Wir bezeichnen auch hier durch j; die Summe von r beliebigen unter den 
Charakteristiken (11.) und nehmen als erste Darstellung sämmtlicher 
Charakteristiken die Formen (6.), als zweite Darstellung die Formen (10.). 
Der Charakter der letzteren ergiebt sich aus der Betrachtung, dass 

! m » p-H m n p— m+»+l 

fÜri»>», 2a+2« = A+2o-2a+2a = A+ £ , 

, m n p n m p+*»— » 

für m^n, JS^+2! a = A+2;a— J£ a +J£ a = -<*+ 2? • 

Hieraus folgt nach (7.) , wenn man der Kürze halber j£ a +JS a = («■> ») 
setzt, für jedes m 

nA \ ( m #i^-/» ( m + l > m ) = ft (w+2i»)= «, (m+3,m) = tt, (ro+4,m) = 0, ... 
U4t#; W m ^-^ (m,m+l)= M , (m,ro+2) = u, (m,m+3) = </, (m,m-h4) = (/, ..., 

ein Gesetz, das ebenfalls leicht zu übersehen. 

Bevor wir zu den für die ^-Relationen nöthigen Beziehungen über- 
gehen, sei noch ein der Abhandlung von Herrn Prym entnommenes Beispiel 
für die hier gewählte Darstellung angeführt, wobei die Wiederholung der 

Glieder , -, , - durch Exponenten ausgedrückt ist: 

0/0 v*- 1 1/Oy- 1 

^ = (r7 , ::.H> 



so dass 



§. 2. Achtersysteme. 

Wir kommen jetzt zur Bildung der in der Einleitung erwähnten 
Achtersysteme P und Q, deren 2 P Charakteristiken sich in 2 P ~ 3 Reihen mit 
je acht Gliedern anordnen. Das t te Glied der / ten Reihe sei in P mit p ü9 in 
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Q mit q ü bezeichnet. Zunächst sondern wir die 8 Charakteristiken ab 

(1.) a x (h ö 3 tf 4 ; «i a 2 «3 a 4 . 

Durch diese 8 Charakteristiken unterscheiden sich die 8 Glieder in jeder 
der 2 P ~ 3 Reihen von P und Q. 

Die Bildung von P ist folgende; aus den 2(p— 4) Charakteristiken 

(2.) a 5 Oß ... a p ; <x ß a 6 ... a p 

bilden wir alle Combinationen (/>— 4) ter Klasse ohne Wiederholung und so, 
dass in keiner Combination derselbe Index doppelt vorkommt Dies giebt 

l+(p-4) 1 +(^-4) 2 +... + (p-4) 1 +l = 2'" 4 

Combinationen; wir setzen zur Abkürzung hier und im Folgenden 

(3.) 2*-* = s, 2?-> = r 

und bezeichnen die s gebildeten Combinationen mit C\ C*, ... C Addirt 
man nun zu jeder dieser Combinationen die 2.8 Charakteristiken 

| (Aa k ) (A(h) (A<h) (AaJ (Aa x ) (Aa 7 ) (Aa,) (AaJ, 

so hat man die 2 P Charakteristiken p ü des Systems P. Der vordere Index 
i in p a bezieht sich also auf die 8 den Elementen (1.) entsprechenden 
Glieder einer Reihe, der hintere Index / auf die r Reihen des Systems, so 
dass also i = l, 2, ...8; /=1, 2, ...r. Unterscheiden wir aber die aus der 
ersten und die aus der zweiten Reihe in (4.) gebildeten Charakteristiken p il9 
so sollen die ersten durch p a9 die letzteren durch p\[ bezeichnet sein, wo 
nunmehr 2. = 1, 2, . . . *. Unterscheiden wir die a Xl a 2 ^a^ a 4 und die a x , a 2 , a 3 , a 4 

a 

enthaltenden Charakteristiken, so sollen die ersten durch p it , die letzten 

a 

durch p a bezeichnet sein, wo nunmehr $=1,2,3,4*). Hiernach stellen 
sich die Charakteristiken des Systems P so dar 

5 J(Äi) = (^C*), Ä) = (^ t a p+1 C 2 ), i = l... 4, 

l(Po) = (Aa { C l \ {pa) = (i4a,^ +1 C z ), 1 = 1... 8. 

Das System Q ergiebt sich aus P, indem man zu allen Charakteristiken 
von P die Charakteristik (AC) addirt, wo C irgend eine der 8 Combinationen 



*) Die Indices i und später x, ferner l, l und später m, \i sollen auch in §§. 3 
und 4 in dem hier festgesetzten Sinne gebraucht werden. 
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(?...&. Hierdurch wird jeder Charakteristik p ü von P eine bestimmte 
Charakteristik q ü von Q zugeordnet, derart dass 

(6.) (p«qa) = (AC), 

dass also (p ü q a ) denselben Werth hat für alle Werthe von t und /. 
Bei dieser Zuordnung ist gleichzeitig 

(7.) (Pü qim) = ( Pim qü), (Pü q*m) = (Pxm ?«)) 

wie unmittelbar aus (6.) folgt. Bildet man aus den von dem Index t un- 
abhängigen r 7 Elementen (p it q im ) = **„,= e„a die Determinanten E, so ist die 
Anordnung derselben derart, dass sich in jeder Vertical- und ebenso in jeder 
Horizontal-Reihe dieselben Glieder nur in anderer Anordnung wiederholen. 
Dabei ist E symmetrisch und für die Unterdeterminanten gilt die Beziehung 

E lm = E„a. 

Das System Q erhält man noch auf eine zweite Art, die den 
Charakter der Glieder q a sofort übersehen lässt. Wir bilden aus den (/>— 5) 
Charakteristiken 

(8.) (0), (a 5 of ß ), (a 6 a G \ . . . (o P <* p ) 

alle Combinationen ohne Wiederholung zur 1, 2, ... (p— 4) ten Klasse. Dies 
giebt wiederum s Combinationen, die durch r\ J 17 , . . . r* bezeichnet seien. 
Addirt man zu allen diesen Combinationen die 2.8 Charakteristiken 

(Q\ 1 öl ' ° 2 ' a3 ' Ö4 ' ßl » "*> Ö3 ' Ö4 ' 

'(«löp+l), (^«p+l), («3Öp + l), («4«fe+l), («l»p+l), Köp + l), («3«pfl), («4Öp + l) 7 

so hat man die 2 P Charakteristiken q xm des Systems Q. Dass dieses System 
Q mit dem oben definirten übereinstimmt, ergiebt sich leicht. Denn addirt 
man p a und {AC), so heben sich alle in p ü vorkommenden a auf und zu 
jedem in p ü vorkommenden a tritt ein a mit demselben Index hinzu und um- 
gekehrt. Ausserdem hebt sich A. Man erhält also immer eine und nur eine 
der aus (8.) und (9.) definirten Charakteristiken q ü . Unterscheidet man 
wieder die aus der ersten und der zweiten Reihe in (9.) gebildeten Charak- 
teristiken durch q' MfI und q n xfJl (* = 1,2, ...8; ^ = 1, ...*), die mit a l ^a 2l a 2j a A 

a a 

und die mit a l7 « 2 , cr 3 , a 4 gebildeten Charakteristiken durch q Kft und q Kfd 
(z = 1, . . . 4), so ist das System Q dargestellt durch 

(10.) M = ( a * r ^ (^) = («^P + i^) (* = 1,...4), 
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Wir geben ein Beispiel für p = 7 : 



pa 




* 






a 

Pa 


a 
P«i 




a 


• 




a 

q'o. 


A a, a h a 6 a 7 


i4a,a 5 a ö a 7 


a» 




a. 






i4a,a 5 a 6 a 7 


ii a t a 5 a, a 7 


a»ö 6 


«» 


a t a 5 


«S 




itOf^O^ 


A a, a 5 a„ a 7 


ö«a ö 


«. 


a,a 6 


«6 




i4a,a 5 a 6 « 7 


^ a i«5 a 6 a 7 


a.a 7 


«7 


a,a 7 


«7 




A a, a 5 a, a 7 


i4a,a 5 a 6 a 7 


a,a 6 


«6 °. tt . 


«.«5 


«6 


°. «. 


i4a,a 5 a 6 a 7 


^ *> «5 «6 «7 


a»A 5 


«» °7 «7 


«»«5 


«5 


°7«, 


i4 a t a 5 a 6 a 7 


4a t a 5 a 6 a 7 


ö»ö 6 


*. «7 «7 


a t a d 


«6 


«7«» 


ila,a 5 a 6 a 7 


A a, a 5 a 6 a 7 


ö.« 5 


«5 ö . °. ö 7 «7 


«i«» 


«5 


°. «« «7 »T« 



Hieraus erhält man die Systeme p'a und qä durch Addition von a* 

Es handelt sich noch um die Bestimmung des Charakters der Ele- 
mente p il9 q Km und ihrer Verbindungen. 

In jedem der Systeme P und Q ist die Hälfte der Charakteristiken 
gerade (= g), die Hälfte ungerade (= ti) ; denn es ist nach (7.) §. 1 



(11.) 



Pa = A+ P £ = 9> Pa = A+2 = «i 



und nach (14.) §. 1 



(12.) 



(q'a) = & Wä) = «, 

a a 

{q'a) = «, (tfa) = 0- 



Ferner ist 



(13.) (p ü q im ) = g, (p«q Mm ) = u. 



p-4 



Denn es ist (CT m ) immer von der Form ( 2! )? da bei der Addition von r™ zu O fllr 
jedes sich aufhebende a ein a mit demselben Index eintritt und umgekehrt. 
Mithin ist {puq in ^ da sich die Elemente mit dem Index • aufheben, von einer 

p— 4 P"~3 

der Formen (A+j?) oder (A-\-2!\ a l so nac h (7.) §.1 immer gerade; da- 
gegen (Pu<ImJ)i da die zwei Elemente mit dem Index t und sc hinzukommen, 

von einer der Formen (A+j?) oder (-4+2?)? a l 80 immer ungerade. 

Addirt man demnach irgend eine Charakteristik von P zu den 
acht Charakteristiken einer Reihe von Q, so entstehen immer eine ungerade 
und sieben gerade Charakteristiken. 
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Unterscheidet man zwischen p' und p\ q' und q" 9 sowie zwischen 

a a a a 

p und p, q und q, so hat man statt (13.) 

a a a a a a a a 

( 14 'i f Pa ^ = ^ Pa q ^ = ^ ^ = ^ Pil ^ = 9> 

(PaViv), (Päd?), (M*V)> Otafcvi) sämmtlich =ii. 

Die Bildung der Systeme P und () ist hier in ganz bestimmter Weise an- 
gegeben. Es ändert sich aber nichts, wenn wir der Betrachtung statt des 
speciellen Systems (11.) §.1 ein allgemeines System von 2p +1 Charakte- 
ristiken zu Grunde legen, wie es durch den Riemanmchen Satz II, §. 1 
definirt wird. Wir sondern dann, ähnlich wie in (1.), acht ganz beliebige 
der 2p +1 Charakteristiken ab, desgleichen eine neunte, trennen wie in (2.) 
die noch übrigen 2/?— 8 Charakteristiken beliebig in zwei Gruppen von je 
p— 4 und bilden nun genau wie oben die Systeme P und Q. Dann gelten 
offenbar wieder die Beziehungen (11.) und (13.) und nur die Gleichungen 
(12.) ändern sich in der Anordnung der geraden und ungeraden Charakte- 
ristiken; nimmt man jedoch statt des Systems q ü das System (Aq a \ so sieht 
man sofort aus dem Kriterium (7.) §. 1, dass auch in diesem Systeme die 
Hälfte der Charakteristiken gerade, die Hälfte ungerade ist. Wir lassen 
daher nunmehr die specielle auf (11.) §.1 gegründete Darstellung fallen, 
und ersetzen die bisherigen Bildungen durch die entsprechenden allgemeinen. 
Die Bezeichnungen können unverändert bleiben, nur sollen die zuerst abge- 
sonderten acht Charakteristiken, auf die sich der Index i und x in p ü und 
q xm bezieht, durch 1 , 2, 3, ... 8 bezeichnet sein. 

§. 3. Das AdditioDstheorem der ^-Function. 

Ich setze die Eigenschaften der #- Function im Wesentlichen als 
bekannt voraus *) und stelle nur die für das Folgende nöthigen Relationen 
zusammen. Aus der allgemeinen ^-Function mit p Argumenten 

+oo 2jah*nhn X '\-2£n h u h 

(1.) 9(u) = 9(u i u 2 ...u p ) = 2ne h * h 



—» 



— wo sich im Exponenten die Summe über alle Werthe 1, 2, ... p für 
h und x und 2 m über alle positiven und negativen ganzzahligen Werthe 



*) Vgl. die citirte Schrift von Weber oder Casorati, Teorica delle funzioni di 
variabili complesse. Pavia 1868. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIU. Heft 2. 17 
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der Grössen f^...n p erstreckt — leitet man die #- Function mit der Cha- 
rakteristik 

/ v x v t ...v p \ = /v\ 

ab, indem man definirt 
(2.) *[;](.) - ^(«.+ ^+^a A ,y0•^ O ** n *" + *' Ii ^' V ' ,+ - ^, '"' t ' , • 

Jeder Charakteristik ( v ) entspricht hierbei ein sogenanntes halbes System 

von zusammengehörigen Periodicitätsmoduln oder kurz ein halbes Perioden- 
system 

(3.) f L -*i+ ^JSa hM y k (x = 1, 2, . . . p). 

Die Function (1.) hat die Charakteristik (0). Vermehrt man in (2.) die 
Argumente u wieder um ein halbes Periodensystem mit der Charakteristik 

( n ), so hat man 



(4.) 



In der Charakteristik | v , n 1 dürfen hierbei die Zahlen (n+v) ohne weiteres 

auf die Werthe und 1 (mod.2) reducirt werden, die Zahlen (m+/i) aber 
nur unter Berücksichtigung der Regel 

Wir denken uns diese Reduction in den unten entwickelten #- Relationen 
noch nicht vorgenommen. Bei gleichzeitiger Aenderung des Vorzeichens 
aller Argumente ist 

( 6.) *[;] W = (-«**.»[;](-* 

Hiernach ist die ^-Function gerade oder ungerade, je nachdem ihre Cha- 
rakteristik gerade oder ungerade; folglich verschwindet jede #- Function 
mit ungerader Charakteristik für die Nullwerthe der Argumente und eine 
beliebige #- Function für diejenigen halben Periodensysteme, deren Cha- 
rakteristik mit der ^-Charakteristik eine ungerade Charakteristik zur Summe 

hat Ist also ( n v ) ungerade, so ist 
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Wir gehen ans von einer Form des Additionstheorems, wie sie auch Herr 
Schottky (h c.) benutzt, und setzen, indem wir die Charakteristiken p a des 
Achtersystemes P einführen: 

(8.) *[B0jfl(«+«).*[Ä<^ 

Hierin bezeichnen B, E, G drei noch willkürliche Charakteristiken; die 
Elemente dieser sowie der Charakteristiken A, p ü9 q im seien 

(9o '-o >><))> *-c* «-(j> pm?,), *.-£> 

Ferner setzen wir zur Abkürzung, wenn A, . . . h p and x x . . . x p zwei beliebige 
Systeme von je p Zahlen sind, 

JkhiXi 

(10.) (-1) ' = (A|*). 

Zur Bestimmung der Coefficienten P Mt vermehren wir nun in (8.) die » ( 
am ein halbes Periodensystem mit der Charakteristik (Eq im ); dann folgt 

( (et im \ r a) . 9 [BEGA gj (u+c) . 9 [GA q im \ («-«) 

(11 ) l 8 r 

\-2.2i{et Um \oJ.P M .&[BEp M qJ\(»+w).9[p«q tl J(u-w). 

Setzt man hierin « = «>, so bleiben nach (13.) §. 2 rechts nar die Glieder 
übrig, für welche x = i ist Lässt man die Nnll- Argumente der ^-Functionen, 
wie gebräuchlich, weg und setzt zur Abkürzung 

(12.) (et tm \a M ).»[BEp u qJ\(2io).»[p a q bl ] = d lmi 
(13.) (et im \ r a).9[BEGAq im ](wi-i>).9[GAq im ](tü-v) = A*, 

so ergiebt sich aus (11.) das System von Gleichungen 

(14.) A (m = P il d lm +P a d 1n +~>+P ir d rm (i»=l...r) 

und durch Auflösung desselben, wenn 

(15.) D = 2+d lt d„...d rr und D lm = dD 



ddtm 

gesetzt wird, 

(16.) D.P ü = A n D u +A a D il +:+A< r D rl (1=1. ..r). 

Beiläufig bemerkt unterscheiden sich </«„, und d„, nach (7.) §.2 nur durch 
eine Potenz von -1. Führt man die Werthe (13.) und (16.) in (8.) ein, 
so ergi 6 ^ 8 i c h da 8 Additionstheorem der 9-Function in der Form 

D . 9 [BGA] («+©) . 9 [EGA] («-«) 

(17.) \" S*Mm (et (m | yd) . D« . 9 [Bp u ] («+») . 9 [Ep ü ] («-») 

. 9 [BEGA q im ] (»+•) . 9 [GA q j (»-«). 

17* 
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§. 4. ^-Relationen. 

Wir gelangen zu speciellen Formeln, indem wir in der letzten Glei- 
chung über die Charakteristiken B, E, G und die Argumente u, t>, id ver- 
fügen. Setzen wir w = und 10 = 0, ferner (BE) gleich der Summe von 
drei der acht Charakteristiken, auf welche sich der Index i bezieht, also 
etwa (BE) = (678), so verschwinden sämmtliche d lmy welche die Charakte- 
ristiken (BEp'iiq'iu) und (BEp'aq! M ) enthalten, da diese Charakteristiken von 

p— 1 
der Form A+£ sind; es reducirt sich also D auf J 1 und D lm auf d.di H > 

wenn man setzt 

ei.) ^ = (6C|^).^[p;, 9 ;;678].*i>;^;;], (i, ^ = 1, 2, ... *), 

(2.) J = 2±& lx d n ...d m9 ^ = ^5 — 

Wird nun weiter E = gesetzt, so verschwinden nach (11.) §.2 alle &[Epä] 
und von den &[Ep' a 678] die drei, für welche « = 6, 7, 8 ist. Die Glei- 
chung (17.) §.3 geht somit, da sich d noch weghebt, über in 

i J.&[GA618](t>).&[GA](-t>) 

(3,) j= i, ii i„ (<;; | r^).d ^ips^\»iv\ ii»[GAq^78](^.»[GAq^(^vy 

Diese Gleichung bildet den Ausgangspunkt flir die folgenden ^-Relationen ; 
dieselbe enthält noch die Charakteristik G und die Argumente 0. Setzen 
wir zunächst t> = und G = (C56), wo C die in Gleichung (6.) §. 2 be- 
nutzte Charakteristik ist, so verschwindet in (3.) die linke Seite und auf der 
rechten die für i = 5 gebildeten Glieder. Bezeichnen wir die Elemente der 

Charakteristiken C, 5, 6 durch (£), ( r *), ( r *), so folgt 

(4) o = i,i>i„(*:;|£ap 5 ^^ 

Dies ist eine besonders einfache Relation zwischen geraden #- Functionen 
für die Nullwerthe der Argumente. 

Ferner erhalten wir aus (3.) durch die Substitutionen G = C; G = (C6) ; 
G = (C45) und G = (C456) vier leicht anzuschreibende Gleichungen, von 
denen die erste lautet 

| J.&[AC678](t>)&[AC](-t>) 

(5 ° = kkiZ, (C |?«).^2.*|>tt678]. »M.&Wr 678] (•).*[>;](-•). 
1 i i i 

Die vier so gebildeten Gleichungen enthalten in jedem Glied der linken 
und rechten Seite je eine gerade und eine ungerade 9(e). Differentiirt man 
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daher eine dieser Gleichungen nach jedem der p Argumente <? und setzt 
nach der Differentiation sämmtliche t> = , so hat man p Gleichungen 
zwischen geraden & und den Derivirten ungerader # für die Nullwerthe 
der Argumente. 

Aus den hiermit entwickelten Relationen zwischen #-Constanten er- 
giebt sich eine grosse Anzahl ähnlicher Relationen, wenn wir, wie dies 
nach der allgemeinen Bildung der Systeme P und Q erlaubt ist, die zu 
Grunde liegenden 2p +1 Charakteristiken a auf jede mögliche Weise ver- 
tauschen. Doch gehen in diese Relationen nicht alle 2 2p Charakteristiken 
ein, sondern nur die Formen 

A+2, A+2, . . . A+2; 
die in diesen Formen enthaltenen Charakteristiken aber treten sämmtlich 
auf bei der angedeuteten Vertauschung. Um Relationen mit anderen Formen 
zu erhalten, müsste man zur Gleichung (3.) zurückkehren und in derselben 
die Charakteristik G auf andere Weise bestimmen. 

Wir geben zum Schluss eine Anwendung dieser Entwickelungen auf 
den Fall p = 4, in welchem, wie aus der letzten Bemerkung folgt, die 
Relationen für die #-Constanten sämmtliche gerade und ungerade Charakte- 
ristiken enthalten. Die "2p +1 = 9 zu Grunde liegenden Charakteristiken sind 
1, 2, ... 9, und es sind die Formen 

4 1 3 7 

A+2, A+£, A gerade; A-\-£, A+£ ungerade. % 

Jedes der Systeme P und Q hat nur eine Reihe von acht Gliedern, und es ist 

p u = (Ai); qu=(i), wo t = 1...8. 
Die Gleichung (3.) hat somit die Form 

(6.) &[GA](t>).&[GA618](t>) = £ i R i &[QA9{\(i>).&[GAM89t}(t>). 

Die Coefficienten Ä, bestimmen wir am einfachsten direct, indem wir für 
die t> ein halbes Periodensystem setzen mit der Charakteristik (Gi). Sind 

wieder die Elemente der Charakteristiken G=( flr ); « = ( r< ), so folgt 

(7.) &[Ai].&[A618i] = (gr i \o 9 Q i ).R i .9[A9].»[Aßl89] 
und es geht (6.) über in 

i &[A9].»[Aßl89].»[GA](f>).9[QA678](f>) 

(8#) |= ^ i (gr i \Q 9 Q i )&[Ai],&[A618i].»[GA9i](v).a[GAQ189i]{f>^ 

Diese Gleichung wollen wir etwas einfacher schreiben. Bildet man näm- 
lich das allgemeine Glied der rechten Seite für i = 9, so erhält man gerade 
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die linke Seite. Vertauscht man also durchgängig den Index 9 mit 6, so 
nimmt (8.) die Form an 

(9.) ^(^r,|p 6 ^^[^(l.^[^789«l^[G^6(](e).^[G^6789«](e) = 0, 

wo durch den Strich vor dem Summenzeichen angezeigt sein soll, dass das 
Glied i = 6 mit dem entgegengesetzten Zeichen, als die Formel angiebt, zu 
nehmen sei. 

Wie im allgemeinen Fall sei nun Cr = (59), e = 0; dann folgt eine 
Relation zwischen vier Producten von geraden #(0), nämlich 

fio.) ^(rsrgn.ipe^.^t^.^t^Tsgfi.^t^öegci.^^öeTS«] = o. 

Durch die Substitution G=(6), t> = dagegen eine Relation zwischen sechs 
^-Quadraten 

(11.) |i(r 6 r,|(> 6 (>,)* 2 [^<].^[^789f] = 0, 

Formeln, wie sie ähnlich bei Herrn Nöther sich finden*). 

Ferner erhält man aus (9.) durch die Substitutionen G = (0), G = (9), 
(7 = (45), G = (459) vier Gleichungen, von denen die erste und die dritte 
lauten 

l<(r,|(>6^).^[^^[^789«].d[^6«](e).^[^6789tl(^ = 0, 

(12.) { 6 * 

£i(ur $ r i \M i ).#[At].9[A189i].9[A = 0, 

9 

wenn man in der letzten Gleichung die Relation 2! = (0) berücksichtigt 
Die Gleichungen (12.) dienen zur Herleitung der Beziehungen zwischen 
geraden #(0) und ungeraden #(0)-Derivirten. Vertauscht man in den 
Gleichungen (10.) und (12.) die Indices 1, 2, ... 8 auf alle Arten, so zeigt 
sich, dass in den Gleichungen (10.) alle geraden #(0), in den Gleichungen 
(12.) alle geraden und ungeraden &(t>) vorkommen. Für p = 4 gehen also 
in die hier entwickelten Relationen zwischen den #-Constanten in der That 
sämmtliche Charakteristiken ein. 



*). 1. c. §. 13. 

Berlin, 17. Mai 1879. 
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Ueber die elastischen Schwingungen einer 

isotropen Kugel. 

(Von Herrn Paul Jaerisch in Breslau.) 



Mit dem Probleme der elastischen Schwingungen einer isotropen 
Kugel haben sich in neuerer Zeit Lami*), Clebsch**) und Henneberg***) 
beschäftigt und zwar die beiden ersteren für specielle Fälle. Lami be- 
handelt die longitudinalen Schwingungen. Er denkt sich dabei die Ober- 
fläche der Kugel von einem flüssigen Medium umgeben und lässt die 
Tangentialdruckcomponenten für die Oberfläche verschwinden, ohne zu 
berücksichtigen, dass dann die Normal drucke omponente einen constanten 
Werth annehmen muss. Clebsch untersucht solche Schwingungen der Kugel, 
bei welchen die einzelnen Kugeltheilchen in der Richtung des Radius ver- 
schoben werden. Es wird gezeigt werden, dass dies die allein möglichen, 
reinen Longitudinalschwingungen der Kugel sind. 

In der Henneberg&chen Abhandlung wird die allgemeine Lösung des 
Kugelproblems gesucht, aber verlangt, dass eine Function für einen con- 
stanten Werth der Veränderlichen mit ihren sämmtlichen Ableitungen ver- 
schwinde, während auf die Unmöglichkeit der betreffenden Schwingungsart 
geschlossen werden sollte. 

Das Folgende enthält die Lösung des besagten Problems, soweit 
sie das theoretische Interesse fordert. Es ergiebt sich: 

Durch Erregung in Richtung des Radius wird die Kugel in 
rein longitudinale , durch Erregung in Richtung der Tangente in rein 
transversale Schwingungen versetzt; jene erfolgen längs des Radius, 
diese senkrecht dazu. Hängen aber die Anfangsverrückungen von allen 



*) Lami, Theorie de l'ölasticitt §. 85. 

**) Clebsch, Theorie der Elasticität. 

***) Henneberg, Ueber die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel. Annali 
di matem. Ser. II, Tom. IX, Febbrajo 1879. 
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drei sphärischen Componenten ab, so werden stets gleichzeitig longitudinale 
und transversale Schwingungen erregt; sie haben gleiche Schwingungs- 
zeiten und sind von allen drei sphärischen Componenten abhängig. Und 
da jeder dieser drei Arten von Schwingungen andere Schwingungszahlen 
zugehören, so sind hierdurch drei besondere Schwingungszustände der Kugel 
charakterisirt. 

Die Schwingungen des dritten Zustandes, die coexistirenden Longi- 
tudinal- und Transversalschwingungen, beobachtete Saeart*) an endlichen 
cylindrischen Stäben. Ein solcher gerieth, obwohl longitudinal erregt, 
gleichzeitig in longitudinale und transversale Schwingungen. 

§. 1. Sind r, tp, \p die Kugel coordinaten und u, e, id die sphärischen 
Componenten einer Verrückung, u in Richtung von r, t> in Richtung der 
Tangente in der Meridianebene, 10 in Richtung der Tangente parallel der 
Aequatorebene , so werden die Schwingungen einer isotropen Kugel nach 
Lame**) dargestellt durch das Gleichungensystem: 

7 , dd , 7 f dr dB\ , d 9 u 



co 



7 do , 7 /ar dß\ « 



rt \ ) 1 dtt . 7 f dA dr\ 



dd , ,/ dA dr\ d't> 

er 



dtp ' "<dxp dr J "' dt* ' 

2 i dd , 7 f dB dA\ d*w 

1 c dxp V dr dtp/ dt* 

Hierin bezeichnen co] und m\ die Verhältnisse der beiden Elasticitätscon- 
ßtanten zur Dichtigkeit, 6 die Volumenänderung, und zur Abkürzung ist 
gesetzt c = cosy und: 

. __ 1 / drv drcw\ 
~~ r*c \ dtp dtp ) % 

w {*-4-(tf--£). 

1 - c \i^ ~drJ' 

fOa\ A _ i rfr>ti 1 i dcV , i rftt? 



r dr rc dtp rc dtp 



*) Nach Savart (Annal. de chim. et de phys. XIV, XV) kann ein endlicher 
Kreiscylinder nicht in rein longitudinale Schwingungen versetzt werden. Auch die 
Theorie giebt dieses durch Schlüsse, ähnlich denen in §. 4 und 5. — Die rein trans- 
versalen Schwingungen des Kreiscylinders bestehen nur in Torsionsschwingungen. 
Letzteres ist in meiner Dissert (Breslau, März 1879) erwiesen. 

**) Lam6 a. a. 0. 
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Die Gleichungen (1.) stellen den Schwingungszustand der Kngel 
unter der Voraussetzung dar, dass keine äusseren Kräfte auf dieselbe ein- 
wirken. Diese Annahme beeinträchtigt nicht die Allgemeinheit der Unter- 
suchung, sobald nur die äusseren Kräfte als von der Zeit unabhängig an- 
gesehen werden*), was hier geschehen soll. Ebenso können dann die auf 
die Oberfläche wirkenden Kräfte den wirklichen Schwingungszustand nicht 
beeinflussen. Zu dem System (1.) treten daher als Oberflächenbedingungen 
die Gleichungen hinzu: 

Ä r = 0, Ä y = 0, 7^ = 0, 

deren linke Seiten die auf ein zu r senkrechtes Flächenelement wirkenden 
Druckkräfte bezeichnen. Diese Gleichungen sind für r = r (j und r = r x und 
ein beliebiges t, tp und yj zu erfüllen. In den Verrückungen nfehmen sie 
folgende Form an: 

d— 
(3.) ( = l-^- + r r 



r drp dr ' 

d— 

f\ l du r ## 

er drp dr J 



1 O > 

Hier dient e zur Abkürzung für « = - *~~ 



2<a\ 
§. 2. Das Gleichungensystem (1.) zerfällt in zwei einfachere Systeme. 

Aus (1.), (2.) und (2 a .) folgen nämlich Gleichungen für 0, A, B, r, aus 

denen hervorgeht, dass nur von der Constanten w x , A, B, T nur von <o 2 

abhängen. Wie die linken Seiten der Gleichungen (1.) müssen sich daher 

auch die rechten, d. h. u, t>, u> aus zwei Theilen zusammensetzen, von 

denen der eine nur von tu l7 der andere nur von co 2 abhängig ist. 

Es sei also: 

V = tfi + tfj, 

(4.) (t> = fli+02, 

IT = IDi + toil 



*) Clebsch a. a. 0. 
**) Bei Lam6 a. a. 0. steht an Stelle von R r , Ä v , R w resp. R l7 Ä,, Ä 3 , an 

Stelle von «J und w\ resp. — und —; sonst sind die Lam^scben Bezeichnungen 

beibehalten. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 18 
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und es mögen « t , ©,, w t nur von co,, «,, «,, w 2 nur von w, abhängen, so 
zerfällt das System (1.) in folgende zwei Systeme and zwar in das für die 
a. ) Longitudinalschwingungen : 

• d*u, , d0, 



dt' ~ •"' dr ' 
d't>. , d0, 



(5.) r-jj- = to 



d<« >' 

d'ir. 2 dö. 

er— r^ 1 = co ' - 



= 



dt* ' dtp ' 

dr dB, 



d«p dxff ' 

io-; \" - dtp dr > 

dB, dA t . 



dr dtp ' 

6.) Transversalschwingungen: 



dt* 2 \ dtp dtp 

( 7 \ cr d/» _ "Mdy rfr 

r dt« "'"'U d^i' 

(8.) ö 2 = = 4^ + -^+-^- 

Die Indices 1 und 2 bei den Functionen 0, ^4, 2?, -T haben die Be- 
deutung, dass darin u, r>, w zu ersetzen sind resp. durch ti 19 <?,, «>! und 

ff» , f?2 ^ t02* 

Das Problem zerfällt nun in folgende drei. Es ist zu bestimmen 

1.) ein Werthsystem t*,, t>,, «? l7 welches den Gleichungen (5.) und 
(6.) und den Oberflächenbedingungen (3.) für sich genügt, d. h. welches 
die rein longitudinalen Schwingungen liefert; 

2.) ein Werthsystem t**, t> 2 , «? 2 , welches die Gleichungen (7.), (8.) 
und (3.) für sich erfüllt, d. h. die rein transversalen Schwingungen darstellt? 

3.) ein Werthsystem u = u { + u 2 , r> = f?i + 1> 2 7 10 = f0i + 10 2 > so dass 
*i, t? l7 «?! den Gleichungen (5.) und (6.), «*;> «2? «02 den Gleichungen (7.) 
und (8.), Wi + tfz? «>i+02> tfli + trj den Oberflächenbedingungen (3.) genügen, 
d. h. ein Werthsystem, welches den coexistirenden Longitudinal- und Trans- 
versalschwingungen entspricht. 
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I. 
Reine Longitudinalschwingungen. 

§. 3. Zunächst ist ersichtlich, dass die Gleichungen (6.) durch (5.) 
identisch erfüllt werden. Aus (5.) ergeben sich nämlich mit Rücksicht auf 
(2.) für A 2 , B 2 , r 2 die Gleichungen: 

df ~~ ' dt 9 "~ ' dt' ~ u# 

Da aber in Beziehung auf die Zeit nur periodische Functionen auftreten 
können, so folgt: 

A 2 = 0, B 2 = 0, 1\ = 0. 

Wir setzen nun: 

a & cos . 

1 sin l ' 



(9.) 



cos . ^ 

ti. = . mo) x t §, 
1 sin l *' 

C08 . 

rc!= . 0101,11?. 

1 sin x " 

COS . v 

1 sin * 

wo m eine Constante, £, rj 9 £ Functionen von r, <p 9 ys sind. Dann folgt 

aus (4): 

— m 7 o = A 2 a, 

da 



(10.) ( , <to 

—m 7) = 



j 



m'£ = 



dt; 



wo das Zeichen A J . bedeutet: 



1 { d , d. . i d d. . \ d\ 



(10-.) A*. = " -=-,>.£ + ^-=-. c -£- + ' 



o, die allein zu bestimmende Function, wird sich durch Ausdrücke von 
folgender Form zusammensetzen: 

(11.) a = P"S% 

wo P* als Function von r allein, S n als solche von cp und v den Glei- 

18* 
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chungen genügen: 



(12 a .) führt durch 



(13.) P* = Ä ' 



r 

auf folgende einfachere Gleichung, die für das ganze Problem von Bedeu- 
tung ist: 

(14.) ^+(^-^+l)) Ä . = 0; 

und es ist 

(14 a .) R" = Ag n +Bh n , 

wo A und B Constante, p und A" als Functionen von r durch folgende Reihen 
definirt sind: 






{ 1 mr m fr* 

1_ 2(2» +3) + 2.4.r2n4-3¥2« 



(14».) 



2(2n-f-3) ' 2.4.(2n+3)(2«+5) 

+ 



mV 



2.4.6.(2n+3)(2n+5)(2n+7) 



( 1+ 2(2n-l) + 2.4.(2n-l)(2fi-3) 



mV 6 



+ 2.4.6.(2nr-1)(2n-3)(2fi-5) + '"l ^ 

(12 6 .) ist die Definitionsgleichung für die Kugelfunctionen, daher: 



* = * C08 



(U c .) s* = ^pr:Vv/ # *\ 

wo /^ die für jedes <p endliche Zugeordnete der Kugelfunctionen. 

§. 4. Das Verhältniss der beiden Constanten A und B in P w sowie 
m sind durch die Oberflächenbedingungen (3.) zu bestimmen. Diese gehen 
durch (9.), (10.) und (11.) über in: 

d*P n 

= m'*P"- ä * 



= 



dr* ' 
</P" P- 



dr 



*) Zwischen den Functionen g* und h* besteht die einfache Beziehung: 



*■-£--*-£ = -<*+■>■ 



**) Heine, Kugelfunctionen, IL Theil. 



Jaerisch, über die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel. 137 

Hieraus folgen durch (12 a .) für r = r { > und r = r t die Gleichungen: 

= (m'(.+l)--ÜÖ±£±)P-, 

welche beweisen, dass für jeden Werth von r P" = ist. Denn wollte 
man sie erfüllen, indem man m z. B. durch die Gleichung bestimmt: 

02/ i i\ n(n-\-l) — 2 
= m 7 (e+l) ±-^ , 

so folgt nothwendig: 

( p- )r=r .=o, C^L,=o, 

und dann weiter wegen (12 a .), dass eine Function existiren mtisste. welche 
mit ihren sämmtlichen Ableitungen verschwindet Zu demselben unmög- 
liehen Resultate gelangt man, wenn anderseits: 

= m 2 (c+l) ^-^ 

gesetzt wird. 

Für die Vollkugel ergiebt sich durch einige weitere Schlüsse das 
gleiche Resultat. 

Somit lassen sich keine Werthe für n l9 t> n u> x auffinden, welche 
gleichzeitig den Gleichungen für Longitudinalschwingungen gentigen. 

§. 5. Folgende sechs specielle Werthsysteme sind möglich: 

> 

w 1 = 0, t>,, w x ; tt n t?! = 0, i0,; «*,, t>,, tTi = 0; 
u x = 0, <?i = 0, «?,; u x = 0, tj M «?! = 0; ti n t>i = 0, w x = 0. 

Betrachtet man das erste Werthsystem, so besteht wegen (3.) die 
Bedingung 6 X = für r = r und r = r,. Da aber X der ersten Gleichung 
(5.) wegen von r unabhängig ist, so kann dieser Bedingung nur genügt 
werden dadurch, dass für jeden Werth von r X = ist Dann aber giebt 
das betrachtete Werthsystem keine Longitudinalschwingungen. In ähnlicher 
Weise ist leicht zu erkennen, dass nur das letzte Werthsystem allen 
Forderungen gentigt. Setzt man also in (5.) , (6.) und (3.) e x = w x = 0, so 
werden u x und 6 X von (p und y unabhängig und durch folgende Gleichungen 
bestimmt : 

~dT = "'-d^' 

n 1 drV 

01 = "ZT 



dr 



138 Jaerisch, über die elastischen Schwingungen einer isotropen Kugel. 

mit der Bedingung für r = r {) , r = r { : 

dr 

Hieraus folgen die Werthe: 

^cos . R l 
tii = 2 . mco l t 



m 



sin * r 



n ^.C08 A i drR 1 

«sin ' r 9 dr ' 

i« ist durch eine transcendente Gleichung mit reellen Wurzeln*) gegeben. 
Die Bestimmung der Übrigen Constanten durch die Anfangsbedingungen ist 
ohne Schwierigkeit. 

Da 1 = i0 1 = O, so wird bei reinen Longitudinalschwingungen jedes 
Kugeltheilchen nur in der Richtung des Radius verschoben, und es erleiden 
alle Theilchen, welche auf derselben Kugeloberfläche liegen, die gleiche 
Verrückung. Die Schwingungszahlen hängen von beiden Elaaticitätscon- 
stanten ab. Als Knotenflächen treten Kugelflächen auf, deren Radien der 
Gleichung R l (r) = Q genügen. 

IL 
Reine Trans Versalschwingungen **). 

§. 6. Drei Functionen ti 2 , «fy «0* werden gesucht, welche den Glei- 
chungen (7.) und (8.) und den Bedingungen (3.) genügen. Wir setzen wieder: 

C08 . t 

sin 2 ' 
(15.) / rttj = gin »»co 2 <ij, 

C08 . c. 

sin *' 

und erhalten zur Bestimmung der drei Functionen $, tj 9 £ von r, (p, y aus 
(7.), (8.) und (2.) folgende vier Gleichungen: 

AV£) + mV^|^ = 0, 

*(—\ . 2 2 den 2c d£ 2« dr'g 



(16.) A 2 (ci?) + m 2 c>?--f ^- = -^r-^ + 



r dr r d(p r 8 dqp ' 

v " * r dr r dxp r rV dtp ' 



*) Der Beweis der Realität ist analog dem pag. 14 — 19 meiner Dissertation. 

**) Dieser Theil ist Abdruck des zweiten Theils meiner Dissertation in abge- 
kürzter Form. 
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(16 ,) = ^ + ±^4£, 

wo das Zeichen A\ die Operation (10°.), V*. folgende bezeichnet: 

(17.) v 2 . = A\ + ^ d ' 



r*c dtp 

Ausserdem ist zur Abkürzung gesetzt * = sin cp . 

Die Oberflächenbedingungen (3.) liefern folgende Relationen: 

dr ' 






d\f> dr 

Aus den Bedingungen (18.) geht in Verbindung mit (16 a .) und der ersten 
Gleichung (16.) folgende hervor 

(18«.) = 2 ^ + (m'-Ay § . 

Diese Gleichung gilt nnr an der Oberfläche nnd ist die Bedingung dafür, 
dass bei Transversalschwingungen das Volumenelement auch an der Ober- 
fläche umgeändert bleibt. 

Die Function | hat demnach für r = r„ und r = r t zwei Bedingungen 
zu gentigen. Wir untersuchen, ob dies möglich ist. Der allgemeine Aus- 
druck für r'i wird der ersten Gleichung (16.) zufolge von der Form sein: 

(19.) r>S = Ä-S", 

wo R* und S" die frühere Bedeutung haben ((14 a .), (14°.)). 

Durch (19.) und (14.) gehen die erste Gleichung (18.) und (18°.) 
in folgende Bedingungen über , denen nun R" für r = r„ und r — r t zu ge- 
nügen hat: 



(,»-2 "fr+;>- 2 )bt = o. 



Diese beiden Gleichungen sind mit einander unverträglich und verlangen 
(cf. §. 4), dass R* = 0, somit £ = th = 0. 
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§. 7. Durch das gewonnene Resultat vereinfachen sich die Gleichungen 
wesentlich; die zweite (16.) für ct) nimmt die Form der ersten an. Die 
Schwierigkeiten, welche noch die dritte Gleichung (16.) zu machen scheint, 
sind leicht gehoben, wenn man auf die einfache Beziehung zwischen r\ und 
£ Rücksicht nimmt, welche nun aus (16°.) hervorgeht: 

dtp dw ' 

sie zeigt, dass r\ und £ in Beziehung auf die Veränderliche r gleichwertig 
sind, und veranlasst cr\ und £ in folgender Form anzusetzen: 

i D » dS " 

(2a) < dS* 

Und in der That behalten R n und S n ihre frühere Bedeutung, und wird 
als Function von <p allein durch die Gleichung: 

bestimmt, so genügen die Ausdrücke (20.) auch den beiden letzten Glei- 
chungen (16.) und sind nach Summation über n die allgemeinsten. 

Die Integrale von Gleichung (21.) stehen zu denen der Gleichung: 

t-£-£ +»<"+ 1 > p = ° 

in sehr einfacher Beziehung. Sei das eine von (21.) hier gültige Integral 
0JJ, so ist: . 

°° - C dff >' 

Daher lässt der Ausdruck für cr\ erkennen, dass das erste Glied das 
zweite als singulare Lösung enthält. Wir erhalten daher einfach: • 

(20-.) £ = -Ä"«-^- 



*) Diese Beziehungen hat Herr 0. E. Meyer dieses Journal Bd. 75 nachgewiesen. 
— Zwischen den Integralen der allgemeineren Gleichung 

-£t£+(«"+»~?>-« 

und den Zugeordneten der Kugelfunctionen bestehen Beziehungen, welche in die 
obigen für v = übergehen. Aehnlich sind die der Gleichung 

genügenden Functionen den Besselschen beigeordnet. (Meine Dissertation pag. 34.) 
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Den Oberflächenbedingungen wird jetzt genügt, wenn die Constanten 
in R n den Gleichungen: 



\ dr / r=r . UIi \ dr / r=ri 



= 

gemäss bestimmt werden. 

Für die Componenten einer rein transversalen Verrückung ergeben 
sich somit folgende Werthe: 

«2 = 0, 

2 rc „ «=o m d\fß sid > 

1 ^ "^° n* dS» cos - 

r ~ ~ l} m drp sin 

Dem Werthe v = 0, wodurch i? 2 = 0, entspricht die reine Torsion der Kugel. 
Während die einzelnen Kugeltheilchen bei rein longitudinalen Schwin- 
gungen in der Richtung des Radius verschoben werden, erleiden sie bei rein 
transversalen Schwingungen Verrückungen senkrecht zum Radius. Die 
Schwingungszahlen hängen nur von der einen Constanten co 2 ab. Als Knoten- 
flächen treten im Allgemeinen nur concentrische Kugelflächen auf, deren 
Radien Wurzeln der Gleichung R n m (r) = sind. Doch giebt es bei reinen 
Torsionsschwingungen noch Knotenflächen anderer Art. Dies sind Kreis- 
kegelflächen, deren gemeinsame Spitze und Axe mit dem Mittelpunkt und 

der Axe der Kugel zusammenfallen, und deren Erzeugungswinkel (p als 

dP* 
Wurzeln der Gleichung -j- 5 - = gegeben sind. 

III. 
Coexistirende Longitudinal- und Transversalschwingungen. 

§. 8. Es sind die allgemeinen Ausdrücke für die Functionen u = t^-f u 7 
<? = <?! + <? 2 , 10 = «?! +102 herzustellen, so dass n M t> ly 10, den Gleichungen 
(5.) und (6.), «2, f? 2 , 102 den Gleichungen (7.) und (8.) und ii 1 +«2, «i + t> 2 , 
10! + i0 2 den Bedingungsgleichungen (3.) genügen. 

Der dritten Forderung zufolge haben wir anzusetzen: 

cos . t 
1 sin * ' 

(21 a .) { r*! = JJf^i» 

cos .*. 

er 10! = . mtLi, 

1 sin 91 ' 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 19 
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cos Jfc 

sin * ' 

(21\) ( r«? 2 = gi° n 8 m<?? 2 , 

COS .<. 

er t0o = wu 2 , 

2 sin ' ' 

(21 c .) Ö = Ö 1 = c . 08 m«a, 

v ' * sin * 

wo S t1 ij l7 £ n £ 2 , ?? 2 , £ 2 und a Functionen von r, (p, rp bezeichnen; m ist 
eine Constante. 

Setzt man zur Abkürzung 

(22.) /», = — , i»2 = — , 

so werden die Functionen £ n 17,, £, und a aus (10.) und (11.) erhalten, 
wenn darin für m, §, rj, £ resp. m^ £ l7 ijx, £ t geschrieben wird. 

Die Differentialgleichungen für £ 2 , V*, & gehen aus (16.) und (16 a .) 
hervor, indem an Stelle von m, §, tj, £ resp. m 2 , £ 2 , %, & tritt Wir er- 
halten dadurch: 

(23,) (A'(^) +M |^-i-i^ - _■?££+ Jf-iÄ, 



( 23-.) = ^+±4*-+-^ 

v ' dr c dw c aty 



dtp c* dtp 

Die Form der Gleichungen (23.) veranlasst zu setzen: 

iS2 = §2} 

wo rechts sechs neue Functionen von r, y, i// stehen, die so zu bestimmen 
sind, dass jedes der drei Werthsysteme 

& = £, ^ = ^2, & = £; & = 0, ij a = iji', £ = £?; £a = 0, % = 0, & = £" 

für sich den Gleichungen (23.) und (23 a .) gentigt. 

Besondere Schwierigkeiten scheint die Herstellung der Functionen 
li, *?i, £2 zu machen. Doch ergeben sich merkwürdig einfache Ausdrücke. 
Es lässt nämlich Gleichung (23°.) vermuthen, dass £ 2 > *?2 7 £2 sich in folgender 
Form darstellen lassen: 
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(25.) ( ^ 2 = tf-^"> 

wo 9t und 5 Functionen von r, © von y und v bezeichnen. Diese Aus- 
drücke genügen der Gleichung (43 a .), wenn zwischen SR und 3f die Be- 
ziehung besteht: 

(25«.) »(»+1)5 = -^, 

und © der Definitionsgleichung für die Kugelfunctionen genügt. Aber 
alsdann erfüllen die Ausdrücke (25.) auch das Gleichungensystem (23.), 
sobald der Function SR die Bedeutung von R n beigelegt wird, nur dass m 
durch rfh zu ersetzen ist. Dadurch wird nämlich die erste der Gleichungen 
(23.) identisch erfüllt; die zweite und dritte gehen durch (25 a .) in die 
erste über. 

Die Differentialgleichungen flir tj", £' ergeben sich aus (23.) und 
(23 a .), wenn darin £ 2 = gesetzt wird. Daher sind ^ , £ 2 von der Form 
der im vorigen Paragraphen hergestellten Functionen % £. &" ist, wie 
daselbst gezeigt wurde, in rfc enthalten. 

§. 9. Bezeichnet man mit ÄJ, ÄJ die vollständigen Lösungen der 
Differentialgleichungen: 

und unterscheidet sich R' 2 H von ÄJ, ©" und ©'" von S* nur durch die Con- 
stanten, so können die im vorigen Paragraphen hergestellten Functionen 
folgendermassen geschrieben werden mit Rücksicht erstens auf (10.), (11.) 
und (13.), zweitens auf (25.) und (25 a .), drittens auf (20.) und (20 a .): 

*' "Sf dr a » 

1 R», dS* 

(27°.) ( Vl ~ m] r d<p ' 

t = 1 R', dS' 
'• — m\ r dxp ' 



r 



19 
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& = ^m<B n , 



1 dR' d& 



£ = 



n(n+1) dr *ty ' 
1 d@'" 



(27 c .) 






Ig' = -fii'c 






Hiermit sind die Functionen in ihrer allgemeinsten Form hergestellt 
Sie sind nun durch die Oberflächenbedingungen zu specialisiren. Dazu 
führen wir m =: t^-f-*,, = 0,+^, w = w x -\-tD 2 in (3.) ein, dann gehen diese 
Bedingungen mit Rücksicht auf (21 fl ' M .) über in: 

= •*+-£' 

(28.) (0 = -r^+r 2 r% 



dq> dr ' 

= -£+r' "^ 



wo zur Abkürzung gesetzt wurde: 

\S = &+&, 
(28".) 17 = 17,+ %, 

(£ = &+&. 
Mit Rücksicht auf (28 a .), (24.) und (27°.) zeigen die erste der Glei- 
chungen (28.), dass 

©" = S", 

die zweite und dritte mit Rücksicht auf (27\) und (27 c .), dass das Werth- 
system § 2 = 0, fj 7 = 172 , £ 2 = £2 hier keinen Sinn hat. Hierdurch werden die 
beiden letzten Bedingungen (28.) identisch, so dass nur zwei übrig bleiben; 
also haben wir vier Gleichungen zur Bestimmung von vier Constanten, 
nämlich von m und den Verhältnissen dreier in R* und R" enthaltenen Con- 
stanten zur vierten. Somit kann allen Bedingungen gentigt werden. 

Es ergeben sich folgende Ausdrücke für die Volumenänderung 
und die Componenten einer Verrückung des dritten Zustandes mit Rück- 
sicht auf (4.), (21 Mc .), (24.), (27 ö '\) und (22.) und mit Rücksicht dar- 
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auf, dass % = 1£ = £* 2 " = zu setzen ist: 

= zUs^mtS* 11 * 



m *=i sin r ' 



r m i=i sin dg> ( m* r n(n + 1) dr )' 
1 ~ "«" cos . dS n i w* Ä"J , 1 dÄ; 



t«? = — 22 



mt dS« i <a\ R* 1 

dxp \ m* r ' n(n+l) 



rc m »=i sin dt/> l wr r n(n-fl) dr 

Der erste Theil in diesen Ausdrücken für u, e, w entspricht der loügi- 
tudinalen, der zweite der transversalen Verrückung. S* ist definirt durch 
(14 c .), Ä?, ÄJ durch (26.), (14.) und (14 a .). 

Knotenflächen treten nicht auf; die Schwingungszahlen sind von 
beiden Elasticitätsconstanten abhängig und, wie man leicht erkennt, ver- 
schieden von denen der beiden ersten Schwingungszustände. 

Breslau, im Mai 1879. 
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Ueber die Addition und M ultiplication der 

elliptischen Functionen. 

(Von den Herren Frobenius und Stickelberger in Zürich.) 



Uie Entwickelung der Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
vierten Grades in einen Kettenbruch ist von Jacobi (dieses Journal Bd. 7, 
S. 41) mit Hülfe der Multiplication der elliptischen Functionen ausgeführt 
worden, nachdem schon vorher Abel (dieses Journal Bd. 1, S. 185) auf den 
Zusammenhang dieser Kettenbruchentwickelung mit den elliptischen Inte- 
gralen aufmerksam gemacht hatte. Die von Jacobi ohne Beweis mitge- 
teilten Formeln sind von Herrn Borchardt aus dem Abefachm Theorem 
abgeleitet und auf die Kettenbruchentwickelung der Quadratwurzel aus 
einer beliebigen ganzen Function ausgedehnt worden (dieses Journal Bd. 48, 
S. 69). Nun sind aber andererseits von Jacobi allgemeine Formeln für die 
Umwandlung einer Potenzreihe in einen Kettenbruch aufgestellt worden 
(dieses Journal Bd. 15, S. 119—124; Bd. 30, S. 148—156; vgl. auch 
Joachimsthal, dieses Journal Bd. 48, S. 397). Um daher die Formeln für 
die Multiplication der elliptischen Functionen zu erhalten, haben wir ein- 
fach diese algebraischen und jene transcendenten Ausdrücke für die Elemente 
der Kettenbruchentwickelung der Quadratwurzel aus einer Function vierten 
Grades zusammengestellt. Auf diese Weise finden wir die Multiplications- 
formeln sowohl in der Gestalt, wie sie Herr Brioschi (Compt. Rend. t. 59, 
p. 770) angegeben hat, als auch in der wesentlich davon verschiedenen 
Form, in der sie Herr Kiepert (dieses Journal Bd. 76, S. 21) entwickelt hat. 

Die genaue Untersuchung des Falles, wo der Kettenbruch periodisch ist, 
hat uns auf eine merkwürdige Beziehung seiner Näherungsbrüche zur umge- 
kehrten Transformation der elliptischen Functionen geführt. Bekanntlich lässt 
sich die Function # ) p(u) = p(u; io, a/) durch die Function p(u) = p(u; co, na/) 

*) Ueber die im Folgenden benutzten Bezeichnungen des Herrn Weierstrass vgl. 
Kiepert, dieses Journal Bd. 76, S. 22. 
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rational ausdrücken, and es ist umgekehrt p(u) eine durch Wurzelgrössen 
ausdrückhare algebraische Function von p(u). Die von Herrn Kiepert 
(dieses Journal Bd. 76, S. 40) gegebene Darstellung dieser Function leidet 
an dem Uebelstande, welchen Gauss (Werke II, S. 249) an der Lagrangeschen 
Darstellung seiner Methode für die Auflösung der Kreistheilungsgleichungen 
gerügt hat Herr Kiepert findet den Ausdruck von p (u) durch p (u) durch 
Differentiation einer Gleichung von der Gestalt 

n — (ti,- co, na/) = — (u;a>,a)') + cu+R x +R 7 + — +R n _ lJ 

wo c eine Constante und ß* eine ganze Function von p(u) und p\u) ist, 
für welche er einen sehr eleganten Ausdruck in Determinantenform ableitet. 
Nun lassen sich aber jene n Uu Wurzeln alle rational durch eine unter ihnen, 
etwa ß w _i = R ausdrücken, wie schon Jacobi (dieses Journal Bd. 4, S. 191) 
angedeutet und Herr Sylow (Forhandlingar i Vid. Selsk. i Christiania, 1864, 
S. 80) näher ausgeführt hat Setzt man 

R v R' = V v = T v -\pXu)U v , Rl^V^, 

T 

so sind T v und U v ganze Functionen von p(u), und zwar ist -j~- der r tQ 

Näherungsbruch des Kettenbruches, in welchen sich die Reihe umwandeln 

lässt, die man durch Entwickelung von \p\u) nach Potenzen von p{u)— p(— — ) 

erhält. 

Für den Zweck, welchem der hier betrachtete Kettenbruch dient, ist 
es gleichgültig, ob er convergent ist oder nicht; derselbe hat nur die Be- 
deutung einer symbolischen Zusammenfassung seiner sämmtlichen Näherungs- 
werthe (vgl. Abel, 1. c. S. 198). Der nt* Näherungsbruch des Kettenbruches, 
den Abel und Jacobi für die Quadratwurzel aus einer ganzen Function 
vierten Grades von x entwickelt haben, kann a priori dadurch definirt 
werden, dass seine Entwicklung nach absteigenden Potenzen von x in den 
ersten 2»+l Gliedern mit der entsprechenden Entwickelung der Wurzel 
übereinkommt Man erhält also aus demselben keinen Näherungsbruch, 
dessen Entwickelung auf genau 2» Glieder mit der Entwickelung der 
Wurzel übereinstimmt Indem wir den Kettenbruch so umwandelten, dass 
er beide Arten von Näherungsbrüchen liefert, erreichten wir zugleich eine 
bedeutende formale Vereinfachung. Um von einem vollständigen Quotienten 

q zum folgenden q' zu gelangen, setzt Abel g = t?+— j-, wo q 1 für x = oo 
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unendlich gross wird, r also das Aggregat derjenigen Glieder in der Ent- 
wicklung von q nach absteigenden Potenzen von x ist, welche positive 
Potenzen von x enthalten, das constante Glied inbegriffen. Wir aber 
wählen für t> nur das Glied der Entwickelung von q> welches die höchste 
nicht negative Potenz von x enthält (also Null, wenn q für x = <x> ver- 
schwindet). Im Allgemeinen ist © bei Abel von der Form ax+b, bei uns 
abwechselnd von der Form ax oder b. 

Nach einer ähnlichen Methode wie die Multiplicationsformeln lassen 
sich auch die Additionsformeln für die elliptischen Functionen ableiten, indem 
man statt des Kettenbruches flir y = \ p' (u) , d. h. statt der rationalen Func- 
tionen, deren Entwicklungen sich so enge als möglich an die Entwicke- 
lung von y anschliessen, solche rationale Functionen betrachtet, welche für 
möglichst viele verschiedene gegebene Werthe mit y übereinstimmen. 



§.1. 
Umwandlung einer Potenzreihe in einen Kettenbruch. 

Ist y = o,, + a x x + «2 x 7 H — eine nach steigenden Potenzen von x 

T 

geordnete Reihe, so kann man im Allgemeinen eine rationale Function -jr 

bestimmen, deren Zähler vom m ten und deren Nenner vom (»— l) ten Grade 

ist, und deren Entwickelung nach steigenden Potenzen von a; bis zur 

(ro+»— l) ten Potenz mit y übereinstimmt, so dass also die Reihenentwicke- 

T V 

lung von -fj—y = -jr mit & m * n beginnt; und es ist leicht zu sehen, dass 
es nie mehr als einen diesen Bedingungen genügenden Bruch geben kann. Ist 

(1.) T=* ü +* 1 a?+"- + * m * m , U=u t) +u l x + ... + u n _ l x n - 1 , 
so ergeben sich aus der Voraussetzung 

to + tiX + .-' + tnX'" 

die Gleichungen 

(2.) ^ = a u ß + a 1 u tt _ 1 + »- + a /t ti {S 0* = 0, 1, ... ro), 

(3.) = a Ur+<* 1 u y _ l +--- + a y u i) (f = ro+l, ... m+n— 1), 

in denen u x =0 zu setzen ist, falls *>>»— 1 ist Diesen m+n homogenen 
linearen Gleichungen zwischen den m+n+1 zu bestimmenden Coefficienten 
kann man stets durch Werthe der Unbekannten genügen, die nicht sämmt- 
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lieh Null sind. Für besondere Werthe der Coefficienten a a kann der so 

T 
gefundene Brach -^- reductibel sein, oder es können die Coefficienten t m 

oder ««_! Null sein. Indessen können die Grössen u y nicht alle Null sein, 
weil sonst den Gleichungen (2.) zufolge auch die Grössen t M sämmtlich 
verschwinden würden. 

Die Functionen T und V bezeichnen wir für den Fall m = n mit T 2w 
und U 2n , für den Fall m = n+l mit T 2<t+I und U u + % . Aus den Glei- 
chungen (1.), (2.) und (3.) ergiebt sich 



{-lycuUu = 



x n ~ l a 2 
x a 3 



a 



n+l 



• . • 



n+l • • 



(-1)"«*. r„ = 



(4.) / 



1 a 

«u x*~ 3 + «i a?" -I + eh x 

» 

>»— i 



<*2»-l 
«3 



a. 



a 



»+i 



a n+ i . . . Ö2„_i 



1^2»+l =— 



'2«+!*-' 2»+ 



X " * Oj 

•—2 



X 



»4 



a 



»+i 

n+2 



• • • 



a 



*+2 



Cht 



^2»+l *2»+l — 



a ü aj n ~ 1 +a 1 aJ n +Ö2^ ,t+1 (h 



J«-2 



öu#" -I \-(hx 



,«+i 



»4 



»n+l 
»n+2 



• • 



.«+1 



a () +a 1 a;+'«- + a w+ iflc fc " r * ««+2 • • • (hn 

wo C2 n und c 2j|+1 unbestimmte Constanten sind. Ueber dieselben verfügen 
wir so, dass der Coefficient von a;"" 1 in U 2n und der Coefficient von x n + x in 
r 2n+ i gleich 1 wird, wir setzen also 



(5.) (-1)"^ = 



Ö3 



. . . a 



*+i 



... • 



Cjit+l — 



• 


... 
• . • 


Ö.+1 

• 


o» + i 


• • • 


«2» 



ö„+| . . • (hn— 1 

und damit jene Verfügung statthaft sei, nehmen wir an, dass die Determi- 
nanten (5.), soweit sie in die Rechnung eingehen, sämmtlich von Null 
verschieden sind. Da den Formeln (4.) zufolge 



(6.) IT.«)) = 



Cn 



ist , so kann alsdann U n für x = nicht verschwinden. Setzt man ferner 

(7.) T n -yU a = V n , 
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so ergeben sich aus den Formeln (4) die Gleichungen 



C — 1) bln*7n — 



a n + x x n + 1 +a n + 2 x n + 2 + — <* n +i .. «h—i 



(8.) 






?* 



«.+i * +a, 



.„+, *'" +, + 



• • • 



»2 ...a„ 



2» 



a»+2 * +a, 



»+3 



,2*+l 



+ •" (h ...Ö.+1 



• • • • 



.?» 



,*»+! 



«2»^ +Ö2-n^ + +--- a,+i... a*-i 



^w+l '2*4.1 — 



«ba^M- a<x n +>+ 



,«+3. 



Ö3 . . . a 



n+l 



»+3_ 



«^ + »5^ +'•• «4 



a 



'«+2 



• • • • 



a*+2 a n+2 + a.+3 s* +3 + • • • a n+7 ...ch n 
On+2 ^ w+, + a-» 3 a? ? " +2 + • • • 03 . . . a -+1 
o«+3 ^ w+, + a„+4 x 2n+2 +-- a 4 ... a n+2 



>+l 



2*+2 



a 2li+1 x' n+l + (hn+7 x' n +'+ • • • a n+ , . . . (h 



Mithin filngt die Entwickelung von V n mit (— l) n -^^-x n an. Ist endlich 

Cm 



(9.) (-1)"6,.= 



«1 • • • o« 

• • • • • 



a. 



Ö2n-1 



? ^2n+l — 



#4 ••• ö«+2 



a 



n+2 



»2. 



so ist der Coefficient von x n in T ?JI gleich — und der Coefficient von x n ~ x 



in ^2n+i gleich 



62 



C2, 



«4-1 



C2»+l 

tf 1 = 0, £T a = l f 



Speciell ist 



1/3 = 






y _ Oo + g^ + g^' 

3 a„ ' 



T x = x, T 2 = 0(j+ Oi x, 

1/ — „. V — * ^ ^ ^ ^ V a i x*+a 4 x'+ — 
Vi = x, V 2 = —020: — 03ar — • , r 3 = , 

c x = 1, c, = —1, c 3 = 02 , c 4 = a 3 , 

6, = 0, b 2 = —öi, 6 3 =1. 65 = Ö4- 
Aus den beiden Gleichungen T n —yU n =V n , T w+1 — yü r „ +1 = F n+1 folgt 
r.R.+i-T^Ü, = V n U n ^-V n ^U n . Die Entwickelung der linken Seite nach 
steigenden Potenzen von x hört mit dem Gliede (— l) n + l x n auf, während 
die der rechten Seite mit (— l) w+1 aj" anfängt. Folglich ist 

(10.) T n Un+i-T n+1 U n = c-ir 1 ^. 
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Daher kann der grösste gemeinsame Divisor von T n und U n nur eine Potenz 

von x sein, also ist, da U n für <r = nicht verschwindet, der Bruch -~- 

irreductibel. Aus der Gleichung (10.) und der analogen Gleichung 
T^U.-T.U^ = {-iy ar- g ergiebt sich T^U^-xU^) ^U.iT^-xT^). 
Folglich ist die linke Seite durch U n theilbar, und mithin ist, weil T n und 
U H theilerfremd sind, ü»+i— xU n -i durch U H theilbar, und weil jene Function 
nicht von höherem Grade ist als diese, so ist ihr Quotient eine Constante, 
die wir mit *„ bezeichnen werden. Demnach ist 

(11.) T n+I = k n T n +xT n _ x , 

(12.) U n+l = k n U m +xU n ^ 

(13.) F„ +1 = k n V n +xV H _ v 

Setzt man in der Formel (12.) a: = 0, so erhält man zufolge der 
Gleichung (6.) 

(14.) K^^- , *, = *, fc = -l. 

C%— 1 C n +\ O a 

Vergleicht man, falls n ungerade ist, in der Formel (11.), und falls n ge- 
rade ist, in der Formel (12.) die Coefficienten der höchsten Potenzen von 
x, so findet man 



und mithin 



(15.) *, = A±L-AzL, ^ = ^ ^_± 



(16.) -2±l = Ä<+Äit _ a+ A tii _ 4+ .. 

C»+l 



wo die Reihe mit k 2 oder *! schliesst, je nachdem n gerade oder ungerade 
ist. Durch Vergleichung der beiden Werthe von *„ ergiebt sich die be- 
kannte Determinantenrelation 

(17.) b n+ iC nm ^i o»-i c Ä+1 = c n . 
Setzt man 

(18.) W„ = _i^L, W,= »~%— '* , 
so ergiebt sich ans Formel (13.) 

(19.) W m _i = kn+Wn : 
und mithin die Kettenbrachentwickelung 

(20.) -*=£- = JM- — 



X 



• + 



20* 
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Der n te Näherongswerth des für y abgeleiteten Kettenbrachs ist den 
Recarsionsformeln (11.) and (12.) zafolge 

(21.) -£- = ab+a,*+ *' 



U. — . 



Ä 3+-.. , X 



Für die Anwendung, die wir von dieser Untersuchung machen 
wollen, ist es von Wichtigkeit, einen speciellen Fall zu betrachten, in 
welchem die Grössen c H nicht sämmtlich von Null verschieden sind. Die 
Coefficienten a n seien Functionen einer Variabein, und diese möge sich 
einem Werthe nähern, für welchen c m verschwindet, c m _ x und c m+1 aber 
nicht, und für welchen die Grössen a n > so weit sie in Betracht kommen, 
alle endlich bleiben. Zufolge der Relationen (17.) 

also, da c m = ist, 

(22.) — b m c m+2 = c m+1 , b m c m __ 2 = c m _j , 

sind unter dieser Annahme auch c m+2 und c m _ 2 von Null verschieden. Da 
die Functionen T my U m> V m Brüche mit dem Nenner c m sind, so betrachten 
wir statt derselben ihre Zähler (^T^ (c m U m ), (c m V m ). Aus den Formeln 
(13.) und (14.) ergiebt sich 

(c m V m )^^V m ^+c m xV m ^ V m + t = e Cm c (c m V m ) + xV m ^ 

also für c m = nach (22.) 

(c ff.) = * ra ü«-i , U m+1 = * D^, , 
und mithin 

tc\A \ «m— X (fin'm) -*m+l 

K **- } ü m - t ~ (£l£) ~ u m+l ' 

(25.) T^Ü^-T^U^ = (-1)-*-, 

(26.) K m+3 = Af m+2 ^m+24-^ Vm-f 

Die Formel (23.) zeigt, dass (c m V m ) nicht identisch Null ist Aus der 
Formel (25.) schliesst man mit Hülfe der Relationen 

U m ^ (0) = — S=L , tf m+2 (0) = - Cw+1 



Cm— 1 C m + 2 
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T T 

in derselben Weise wie oben, dass die Brüche -!"" 1 und "+* irre- 

dactibel sind. 

Setzt man in Formel (13.) für n der Reihe nach m— 1, m und m+1 
und eliminirt aus diesen drei Gleichungen F m und V m+l1 so erhält man 

oder nach (14.) und (15.) 

y = i^Or^ ^ 

Setzt man 

^m— 2C/n+2 Cm+2 Cm— 2 

so ergiebt sich für c m = 

(28.) K m+2 = GCi+'C.aO^HVF.^ 



und mithin 



(29.) W m _2 = -n 



x % x % 



k' m -i+k' m +ix-\-xW m+ i ,/ ^ a; 5 

Ä m-1 +Äm+1 *+ -7- 



Aus den Formeln (23.) und (28.) ergiebt sich die Gleichung 

»m-l'ni-lT^ Vm— 2 = "m+2 *m+l 'm-f 1- 

Bezeichnet man den gemeinsamen Werth dieser beiden Ausdrücke mit 

(30.) r m = n-jic, 

so ist, da * m = ist, 

(ol.) r m = Ä m — i V ,1,-1+ # K m _ 2 , r TO+1 = Ä m V m -j-X V m _i , r m+2 = « m +i K m+1 + V my 

(32.) T^K-KU^ = (-1)"*» TLU m+1 -T m+ > U' m ={-ir^x^\ 
Setzt man also 

(33.) W m .i = -J2-, FT. = — fei, 
so ist 

(Ö4.) PT m _2 = "jD _ , W i ~ > ™m-l = l \_wt J " m = "T> 



*m-i + ^,-1 ' m " 1 k m + W' m > " ~ ~ A m+ i+ W m+1 ' 

(35.) W^ = 



X* 



k' m -x 4- - 



*"•+ T7 



k m +\-\r "m+i 



154 Frobenius u. Stickelberger, Addition u. Multiplication elliptischer Functionen. 

§.2. 
Hülfssätze aus der Theorie der elliptischen Functionen. 

Unter einer elliptischen Function verstehen wir jede doppelt periodische 
Function, die im Endlichen überall den Charakter einer rationalen hat (vgl. 
dieses Journal Bd. 83, S. 177). Die wichtigsten Formen, unter denen sich 
jede elliptische Function q>(u) darstellen lässt, sind die folgenden: 

1. Wird (p (u) für u = v x , ... © n und die congruenten Werthe Null 
und für tf = ff 19 ... u m unendlich (jeder Werth so oft gezählt, wie seine 
Ordnungszahl angiebt), so ist m = »>l und 2u a — 2v a gleich einer Periode. 
Man kann daher die 2» Grössen u a und e a durch congruente ersetzen, so dass 

ist. Dann ist 

(2.) ?>(•) = C "(— .M— .)-^C— *■) 

v ' ^ V ' o(u—u 1 )o(u—u 2 )...o(h—u h ) 1 

wo C eine Constante ist (Hermite, dieses Journal Bd. 32, S. 289). Z. B. ist 

iß.) p{u)-p{ V ) = g( ^ g ( p) , • 

Die Zahl n heisst der Grad der elliptischen Function </>(«). 

2. Sind a der Grössen ti 17 ... u n congruent a, ß derselben congruent 
b 9 u. s. w., und sind in den Entwickelungen von q>(u) nach Potenzen von 
t#— a 9 u—b, . . . 



-4,0—- A a ^D 



o— 1 



u— a " «— a ö " 2 ii— a ' 

£ — V- 5 oß— - h B, 2 D^— L-, . . • 

m — 6 ti— 6 ** * ti— b ' 

die Aggregate der negativen Potenzen, so ist 

(4.) A+B+C+-- = 
und 

(p(u) = tf+^-^r(fi-a)+^(w-a) + ---+^ a _ 2 ^ (a " 2) («-o) 
(5-) ( 

+ß^(«-6)+ß ü ^(w-6) + ...+ß^^- 2) («--6) + ..., • 

wo H eine Constante ist. Sind die n Werthe u { , ... u m alle incongruent, 
so ist der Coefficient von — — in der Entwickelung von <p{u) gleich 

C-^-> — ~i H V* oder wenn man 

A«0 = aCn-üi). ..a(fi-w n ), fl'(fi) = a(«i-c I )...a(w-t> n ) 
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setzt, gleich w\ - Aus der Formel (4.) ergiebt sich daher, dass unter 
der Voraussetzung (1.) die Relation 

besteht Z. B. ist für n = 3 

, ? . j <*(*+*) a(ti-i>) a^'+r") a(t>'-t>") 

1 "' )+ o(u+t>') o(u-v') a(f> M +f>) o(t>"-i))+o(u+i>") a(ti-t>") o(p+J) a(t>-V) = 0. 

Sind u x , ... «i w sämmtlich Null , wird also y («) nur für ti = un- 
endlich gross von der » ten Ordnung, so ist den Gleichungen (4.) und (5.) 

zufolge 

(8.) q>(u) = H+A p(u)+A x p\u) + ~. + A n _ 7 p*- 7 \u). 

Daher kann man die Potenzen von p(u) durch die geraden Ableitungen linear 
ausdrücken, und durch Auflösung dieser linearen Gleichungen ^ (2 "~ 2) ( tf ) (und 

durch Differentiation auch , ( | J ) als ganze Functionen » ten Grades von 

p(n) darstellen. Mithin ist auch (p{u) eine ganze Function von p{u) und p'(u). 

3. Jede elliptische Function q>{u) lässt sich als rationale Function 

von p(u) und p'{u) } und wenn sie gerade ist, als rationale Function von 

p(u) allein darstellen. Denn nach Gleichung (2.) ist ^^ gleich dem 

Quotienten der beiden elliptischen Functionen 

g(u— *i)...o(u—v n )o(u+v x -\ \-v n ) o(u—u 1 )...o(u—u n )a(u+u l -\ f-ti») 

a(u)*+ l ' o(u)*+ l » 

welche nur für u = unendlich werden, und sich daher, wie eben gezeigt, 
als ganze Functionen von p (u) und p' (u) darstellen lassen. Dasselbe Re- 
sultat ergiebt sich aus der Formel (5.) mit Hülfe der Additionstheoreme 

der Functionen — («), p (w) und p' («), welche sich in den Satz zusammen- 
fassen lassen : Ist u + © + w = 0, so ist 

Wir wenden uns jetzt zur Untersuchung der speciellen Function 

(10.) P(«,€,») = ^^; + ~[v)+^(w)^^{U + f>+w) 1 

welche in Bezug auf jedes der Argumente u 9 t>, u> eine elliptische Function 
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zweiten Grades ist und das Zeichen wechselt, wenn u, r, u> alle drei das 
Zeichen wechseln. Setzt man 

(11.) U+1 + W + 9 = 0, 



so ist 



(12.) />,*,«,) = !■(„) + ^(.) + ^(ip) + ^(,), 



und bleibt daher ungeändert, falls die drei Variabein w, ©, w durch irgend 
drei der vier Veränderlichen u, ©, w, s ersetzt werden; wir werden sie 
daher auch bisweilen mit P («, t>, w y s) bezeichnen. Als Function von u 
betrachtet wird P nur für ti = und für t*= — t> — w unendlich gross von 
der ersten Ordnung, und verschwindet, wie leicht zu sehen, für « = — r> 
und u = — 10, und für keinen andern Werth , da sie nur für zwei Werthe 
unendlich gross wird. Da endlich die Entwickelung von P nach Potenzen 

von u mit dem Gliede — anfängt, so ist nach Formel (2.) (vgl. Jacobi, 

dieses Journal Bd. 15, S. 204; Hermite, Compt. rend. tom. 85, p. 731; 
Enneper, Götting. Nachr. 1878, S. 550; Ralphen, Compt. rend. tom. 88, 
p. 416; vgl. auch dieses Journal Bd. 83, S. 177) 

(13.) P(«, ., •) = ^+^+u)o(u+t } ) m 

Aus der Gleichung (10.) folgt 

^ J - = $>(u + i) + iD)-p(u), 

und mithin 



— V —10 



Subtrahirt man von der Formel (12.) die Gleichung 



o = v (w+ *o+v (»+•), 



so erhält man vermöge der in (9.) enthaltenen Formel 

(14.) -*(«+.) = ^(„ )+ ^ (fJ ) + i -^^, 
_2P ( „, e ,«, ) = ^0z^W + ^)-^) 



(15.) 



p(«0-K*) 
= pfo)— p'(«0 , ft(p)—t?(*) = &(*)—?(*) | p f (°)— ^W 

p(«0-K«0 p(p)—p(*) »W—PdO p(p)-p(p) ' 



Der Ausdruck -~ wird, als Function von u betrachtet, für «* = — © und 
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ti = — 10 unendlich gross von der ersten Ordnung, und der Coefficient von 
in der Entwicklung nach Potenzen von u+v ist nach Formel (3.) 

und (13.) gleich p(tp) !. pW ' D*h« ist 

i = -7t^t(- («+«)- — (u + wj)+H, 

p K w )-fW ^ a a ' 

wo H von ti unabhängig ist Da -y für ti = verschwindet, so ist 

_ fl= « (^ (g) ,^ (tp) ) 

und man erhält folglich mit Hülfe der Formel (14.) 

llD,j p "" p(«0-K«0 ^ *>00-rt«0 K«0-K«>) ; ' 

2 ,/(«) 



(17) , * (p«-K«0)tf>00-K«0) 



(p (0 - p(p)) (p(0 - pOO) (K«0 - K«0) (K*>) - p(©)) 
Aus dieser Darstellung ergehen sich noch drei andere, indem man die 
Variahein u, t>, u> durch irgend drei der vier Grössen u, r, w, s ersetzt 
Nachdem wir so die Function P auf verschiedene Arten dargestellt 
haben, gehen wir zur Untersuchung der Relationen über, welche zwischen 
mehreren Functionen P mit verschiedenen Argumenten bestehen. Aus der 
Formel (12.) ergiebt sich, wenn 

U + U = + t?' = fD + tß' 

ist, die Gleichung 

(18.) P(«, ©', -u>, -w')+P(w, to\ -u, -u)+P(u, u, -t>, -V) = 0. 

Allgemeiner besteht, wenn 

t+t f = u+u' = a + e' = tp + ip' 
ist, die Relation 

j +P(#, *', -w, -tr')P(«, «*', -t>, -*') = 0. 

Denn betrachten wir in dem Ausdrucke links allein t und /' = a— / als 
variabel, dagegen alle andern Grössen, mithin auch a, als constant, so stellt 
derselbe eine elliptische Function von t dar , welche nur für / = und 
t = a, d.h. f' = 0, unendlich gross von der ersten Ordnung werden kann. 

Da aber nach Formel (18.) der Coefficient von — (jesp. -f) * n der Ent- 

Jouraal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 2. 21 
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wickelang nach Potenzen von t (resp. t') gleich Null ist, und da eine 
elliptische Function, welche nicht unendlich gross wird, sich auf eine Con- 
stante reducirt, so ist der betrachtete Ausdruck von / unabhängig. Da 
derselbe überdies, wie leicht zu sehen, für t = u verschwindet, so ist er 
identisch gleich Null. Dasselbe Resultat lässt sich auch aus der Re- 
lation (7.) ableiten. 

Aus den Formeln (3.) und (13.) findet man ferner die Relationen 

(20.) P (ti, t>, w) P (u, -t>, e+w) = p(u)-p (t>), 
(2i \ P(u,e+u>,e-u>) _ p(u+e)—p(w) 

Durch Combination der Gleichungen (18.) und (20.) erhält man endlich 

(22.) P(u,a,b)-P(,,a,b) = ff jff) ' 



§.3. 

Die Multiplication der elliptischen Functionen. 
Ist y die Reihe, welche sich durch die Entwickelung der Function 
1^4* 3 — g 2 8— 03 nach Potenzen von *— * = <r ergiebt, so lässt sich der in 
§. 1 definirte Ausdruck V u mit Hülfe der Theorie der elliptischen Functionen 
a priori angeben. * bedeutet hier einen constanten Werth, für welchen 
die Quadratwurzel nicht gleich Null ist, und die Reihe y ist durch eine 
bestimmte Verfügung über ihr Anfangsglied öu, d. h. über das Zeichen der 
Quadratwurzel für * = *„, eindeutig definirt. Setzt man 



s = p («), T/4**-g 7 8-g> = p' («), 
*o = P («0, J / 4*8-0a*r- & = p' (t>), 



(1.) a n = l- . , 



x = p(u)-p(f>), y = ip'(u), 
also 

n! dp(yy 

so liegt für kleine Werthe von x die Grösse u nahe bei t> (und nicht bei — t>). 

Wir werden unten zeigen, dass für diesen Fall die Determinanten 
(5.) §.1 nicht identisch verschwinden, und beschränken daher vorläufig *„ 
auf Werthe, für die keine der in Betracht kommenden Grössen c n Null ist. 

Unter diesen Voraussetzungen ist V n = T n — i p' (n) U n eine ganze 
Function von p{u) und p § (u), deren Entwickelung nach aufsteigenden 



Frobenius t*. Stickelberger, Addition u. MuUiplication elliptischer Functionen. 159 

Potenzen von u den Festsetzungen zufolge, die wir über die Coefficienten 
der höchsten Potenzen von x in T n und U n getroffen haben, mit H — ^r 

Im 

beginnt. Da also V n nur für u = (und die congruenten Werthe) unendlich 
gross von der (»+l) ten Ordnung wird, so verschwindet es auch für genau 
n+1 incongruente Werthe, deren Summe Null ist. Falls u hinreichend 
nahe bei e liegt, fängt die Entwicklung von V n nach Potenzen von 
p(u)—p(i>) mit der » ten Potenz an. Daher sind n jener Werthe gleich t>> 
und mithin ist der (»+l) te gleich — m. Nach §. 2, 1 ist folglich 

(2 .) f„(.) = a ?- U ??t + ?\ 
und demnach 

(3.) ?„(-•) = i-iT "fiSf^rl , 

(4) V.(u)V.(-») = (p(v)-p(«)) n (p(nt>)-p(u)). 
Da p(u) gerade and p'(u) ungerade ist, so ist 

(5.) V n {u) = T n -tp\n)U u , V n (-u) = T n +lp'(u)U„ 

(6.) T, = i(F,(i.) + F.(-«)), U n = -^(V n {-u)-V n (u)). 

Ferner ist nach Gleichung (18.), §• 1 

/7>i W — g( M - p ) g ( M +( w +<)«>)g(«»o) 

Wn = -P(», -t>, (»+1» = - #4 
= 4 («+»*) — f («) - 4 (»+l)t> + 4 (•) 
( 8 -) \ =J(p{«)-p {*+«*>)) du 

9 

Nach Formel (19.), §. 1 ist 

,9.) M.w.M.J^gL, 

wo Ä. eine Constante ist Daraus ergieht sich für u— ±t> 



also nach §. 2 



(10.) k n = -W n (-t>) 



21* 
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also 



" \9 9\ j j o(n— l)t>a(n+l)t>a(t>) 



(ii.) 



Da 



= -£ (»+l)t>- -£ (»-l)t>-2 -J- (•) = 



*« 



*>(»)— K»») ' 



ist, so ist folglich, falls man 

(13.) *.«•)=-$£ 
setzt, 

( i4.) *. = *?»<*? . 

Vergleicht man damit die Formel (14), §.1, so erkennt man, dass die 
Gleichung 



(16.) 



C n = 



»(»-1) 



• • • 



= lL(n+l)i>-(n+l)^-t>. 



für den Werth n des Index richtig ist, falls sie für alle kleineren Werthe 
desselben gilt, also allgemein gültig ist, weil c, = 1, ^ = —1, <p x = 1, 

<p 2 = —p'(i>) ist. Nach Formel (11.) ist 

Durch Vergleichung dieser Formel mit (16.), §. 1, ergiebt sich 
(16.) i«4(»)— £(.), ^..-JB^.^oj-.^w). 

Setzt man für b n und c„ ihre Werthe ein, so erhält man demnach die 
folgenden Gleichungen: (vgl. Jacobi, dieses Journal Bd. 4, S. 187; Abel, 
Oeuvr. tom. II, p. 144; Cayley, Phil. Trans, vol. 151, p. 225; Brioschi, Rendi- 
conti d. Ist. Lombardo, 1864, p. 344; Compt rend. tom. 59, p. 770) 

a(2n+i)u _ , j/(«y"+»£-' d a +ßp '(u) 



(17.) 



(«,/?=!,...»), 



\io.) .1 ij <j(„)*.y( tt ) ~ * (*+/?+<)! tf>(«) 



(er, /?= !,...»-!), 



(19.) 



,'ffjffi v (-(ai+Dn-cam-i)— w) 

<j(u)< ? " +1 > f> '(«)' >■ ff V ' V ' ff v '' 



(«,/? = 2,...»), 
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(20.) 



Mr-^(4(«-)-«-fw) 



f/(uy«+iß-> d«+/»-y(«) 



(«,/?= i ...»). 



^(t«*"-»tW) - "»'• 



Specielle Fälle dieser Formeln sind 

q(3«) _ ?(«)' rfV(u) g(4w) _ ?(u)' rfV(«) 
<j(«)* "~ 4 dp(«)' ' a(u) 11 12 dK«)' ' 

i«(^(6.h6^(.)) - *«f ;y$ . 

a(ti) 4 V, a v ' a K '/ 48 dp(i*)* 

Es bleibt noch nachzuweisen, dass die Determinanten (5.), §. 1 nicht 
identisch verschwinden. Dies kann geschehen mit Hülfe der folgenden Be- 
trachtangen. Ist f u [x) eine ganze Function x* 60 Grades von x, in welcher 
& den Coefficienten h M hat, so ist die Determinante n*** Grades 

|A(*0| = nh u .n(x m -x ß \ (x, X = 0, 1, ... n-1), 

wo sich das zweite Product auf alle Paare der Zahlen von bis n— 1 
erstreckt, für welche a >> ß ist. Setzt man in dieser Formel 

«•> " (-J.XD. 



WO 



/a?\ __ a?(a:— l)...(a?— m+i) 
^m/ "" 1.2...m 



ist, so erhält man 

Ist speciell 
so wird 



( 1 )l = n^Xn x r X0 „ • 



+«-/? 



a: z = »+A, 



Die linke Seite dieser Gleichung lässt sich durch Einführung der Bezeichnung 

Jf(x) = />(*+l)-A*) 

in bekannter Weise auf die Gestalt \4 l \ T ) bringen; und weil 

\ m / \ m — 1 / 

ist, so ist folglich 

( u* i)l - n ( X+k ) n -^ 1 ^- 
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Ersetzt man endlich m durch m + n— 1, und vertauscht dann die Colonnen 
der Determinante so, dass die letzte zur ersten, die vorletzte zur zweiten u. s. w. 
wird, so erhält man 

(21.) ( -*.a)l = (-i^öf l + \).^-? = ^r; 

diese Determinante verschwindet also für die ganzzahligen Werthe von x 
von — (»— 1) an bis + (*» + »— 2), und ist für alle andern Werthe von x 
von Null verschieden. 

Setzt man nun <p (©) = s, so fängt die Entwickelung des Ausdruckes 

4 p' (e) = iV— ig 2 s— ^ 3 nach fallenden Potenzen von s mit s* an, also 
die von 

± »*v> mit (*y-* 



C 2n+1 — 



O 



*+i+* — 



* 



-y-»(»-i) 



und mithin z. B. diejenige der Determinante 

(x+A+2)! 2dp(©)*+*+ 2 mu |\*+A+2. 

Der Coefficient dieses Gliedes ist daher gleich der Determinante (21.) fttr 
x = 4 , m = 2, und ist folglich von Null verschieden. 

Ueber die Näherungswerte des Kettenbruches fttr die Function p?(u). 

Die Determinanten, welche wir in §. 1 für die Functionen V n9 T n , U n 
entwickelt haben, lassen sich nach Jacobi (dieses Journal Bd. 30, S. 150) 
in der folgenden eleganten Weise umformen. Setzt man 

so ergeben sich durch »-malige Differentiation der Gleichungen 

W(*)=\p'(«)-{pi«)-p(*))Ri>, ip» = (p(«)-p(«0)fii, ip'(«>)(pC«)-p(«>))= Qo 

nach £?(«) die Relationen 

a. = Ä»-i-(p («)-?(•)) Ä o «u = Jp'(«)-(p(«0-p(»))Äui 
(3.) < c = (p («) - p (e)) P - P._ x , ao = (p(n)-p (•)) P„ , 

a. (P («) - P (•)) - o.-i = Q. > «« (P («) - P (•)) = &• 
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Daraus folgt, wenn man wieder p{u)—p{t>) = x setzt, 

(4.) a { ,+ a i x+'.. + a n ar-}p'(u) = -x' +1 R n , 

(5.) a u +a 1 x+- + a n x' = a:- +, P n . 

Indem man daher die Ausdrücke R n , P nf Q n in die Determinanten (4) und 
(8.), §• 1 einführt, erhält man die Formeln: 



(6.) (-!)-• *•'*■ 



(8.) 



(9.) 



- l* t 


; 


x n + l 


1.) 




Cl n V*n 


x>* 


(- 


D n 


Cjn^n 


a?»+ l 


f— 


1V» 


CtoTin 



/?! 02 • • • &t 



Äj . .. Ä 






ft 



ÖJ • • • a n+\ 






tt n . . • Ä2»— 1 



f— 1 V» ° 2 *«+^ ^»-n 



^n+l^.+l 



a? 



2n 



M H Q n +\ • • • <hn—\ 



05 



>»+2 



ii»-f | 0*+2 • • • 

• • • • • 
"»+1 ••• **2» 

P 2 °3 • • • #«+1 



(io.) (-lrc,.^, = 



& • • • P»+l 






(f*+l • • • Vf2i» — 1 



^hu+l^ln+l — 



* «+1 ö »+2 • • • #2* 

l 2 • • • **+l 

• • • • 

* »+1 ••• * 2n 
Vr4 • • • Va+2 



V»-f 2 • • • Vf 2» 



Dass die Determinanten (7.) für u = — 2m>, respective u = ~(2ii+l)t> ver- 
schwinden, hat bereits Herr Brioschi (Comptes Rendus t 59, S. 771) 
angegeben. 

Zu einer anderen Darstellung der Function V n in Determinantenform 
gelangt man durch die folgenden Betrachtungen. Da V n eine elliptische 
Function ist, welche nur für u = und die congruenten Werthe unendlich 
gross von der (»4l) ten Ordnung wird, so lässt sie sich nach §. 2, 2 auf 

die Form 

V n = H+A u p(u)+A l p 9 (un^+A u ^^ t \u) 

bringen. Weil sie für u = t> verschwindet, ist 
und folglich 

Da überdies V n für unendlich kleine Werthe von « — t> unendlich klein von 
der ii ten Ordnung wird, so ist 

= Affi*(*)+A t fP+ l >(*) + -+A-iP ir + H - l \e) {r = 1, 2, ... »-!). 
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Endlich ist, weil die Entwickelung von V n nach aufsteigenden Potenzen 
von u mit -ttt anfängt, 



tt »+i 



Ans diesen Gleichungen ergiebt sich 



n! 



II! 



I g(p— t*) n g(ti4-mQ 



(ii.) 



F(«)-PW 



crCi»)"'*" 1 ^»/^«©) 

p» ... f*-» 



j/— ')(«)- |/"- l )(«) ^»>(e) ... p*-»( 9 ) 



f>» ... j»t-«(«) 



^—"(e) . . . ^ ( '"- s) (e) 



Für den Fall, dass t> der (»4-1)** Theil einer Periode ist, ist diese Formel 
von Herrn Kiepert (dieses Journal Bd. 76, S. 35) angegeben worden. 

Entwickelt man beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von 
«— v, und vergleicht die Coefficienten von («—»)", so erhält man 



rn >y g("+i> . g(wp) _ 
K ' ff(t>) ( " +l) ' ' a(v)" ~ 



p'(p) ... p<'\t>) 



p'(p) . . . |/-»>(*) 



^ ( "" l) («) . . . p (S - 3) («) 



#»«(») . . . p*- l K9) 

Setzt man in dieser Formel für » der Reihe nach 1, 2, ... n— 1, und 
multiplicirt die so erhaltenen Gleichungen mit einander, so ergiebt sich 
(Kiepert, 1. c. S. 31; vgl. dieses Journal Bd. 83, S. 179) 



P'(») 



• • • 



P C - 1J («) 



(12.) (-l)- l (l! 2! ... ( w -l)!)'-?g>- = 

Zwischen den verschiedenen Näherungswerten des für p'(u) ent- 
wickelten Kettenbruches bestehen zahlreiche Relationen, von denen wir die 
hauptsächlichsten hier zusammenstellen wollen. Zu dem Ende ist es zweck- 
mässig, auch für negative Werthe von » 

..„ v _ g(e-tQ»g(tt+ne) 

zu setzen. Aus dieser Definition ergeben sich sofort die Relationen 

(14.) U«) = ^r,(r-«), 

(15.) VMV-M = p{u)-p(m>). 
Nach Formel (4), §. 3 ist folglich 

(16.) V H (-u) = -(pW-pimfirV-iu). 
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Bedient man sich ferner der Bezeichnung, die wir in §. 2 eingeführt haben, 
so erhält man die Formel 

(17.) -5^" = P(u,m»,no). 

Vm+n 

Da F_! = 1 und Vi = p(u)—p[v) ist, so folgt hieraus für m = ±l 

-6ü. = p(«, -, (»+d.) = y-*? , 

und mithin 

(18.) F n = (^(fi)-^(f ? ))P(«,-r,2f ? )P(fi,-^3ü)...P(fi,-r,i»f ? ), 

(19.) »W^))* = P(l ^ ^ t?)P(tf) ^ 2r) ... P(u, t>, (f»-l)r). 

Aus den Formeln (18.) und (19.), §. 2 ergiebt sich, wenn 

a + a' = 6 + 6' = c+c' = » 
ist, 

{ } I +P(av, a't>, -bv,-b't>)V c V c > = 0, 

(21.) V a V a .-V b V b . = P(w, a'o, -6t>, -6't>)F n . 

Ersetzt man in der letzten Formel n durch n+m, so geht sie für a = w, 
a' = n 9 6 = m + »+l 7 6' = — 1 in 

(22.) V m V H = P(f>,fnv,nv)V m+n +V m + n + x 

über. Es lässt sich also das Product je zweier Functionen V n mit positiven 
Indices als lineare Verbindung solcher Grössen mit constanten Coefficienten 
darstellen*). Speciell ergiebt sich für m = 1 die Recursionsformel (vgl. 

§• 1, (130) 

(23.) V n+l = -P(e, *, (»-!)«) V n +(p(u)-p( V ))V n _ u 



*) Da die Function V n (u) nur für u = unendlich wird und ihre Entwickelung 

nach Potenzen von u mit dem Gliede — ^- anfängt, so lässt sich jede elliptische 

Function qp(w), die nur für u = unendlich gross von der v ten Ordnung wird, auf 
die Gestalt 

<Ku) = A +A l r l (u)+---+A r -ir v -i(u) 

bringen. Durchläuft u einen hinreichend kleinen um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreis, so ist für positive Werthe von m und n 

Jv n (u)V. n ^{u)du = 2in, Jr m (u)r- u - l (u)du = 0, (m ^ n) 
und mithin ist 

2inA n =/<p(u)V- m -i(u)du 9 A = qp(t>> 
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Ersetzt man in der Formel (22.) « durch — n, so erhält man mit Benutzung 

von (16.) 

(24. ) - V m («) F. (- «) = (p (e ) - p («))" (P (e, mr, - »«) F m _„+ F_ +1 ), 

(25.) 2 F„ +1 («) V n (-u) = (tf .)-rt.)Kfrt»)-tf .)- ^ylf^f (FC«)-*»))) 

Nun ist 

V n {u) = T n -±p'{u)U n , V n (- u) = T n + lp' (u)U n ; 

es zerfallen daher die beiden vorangehenden Gleichungen in die folgenden vier: 
(26.) ip' '(«)' U m U n -T m T n = (p(v) -p(u))'(P(t>, tnt>, -n^T^+T^^), 
(27.) T m U n -U m T n = {p(t>) -p(u))»(P(i>, mt>, - nt>)U n _ n +U n _. +l ), 
( 2(ip'(ufU n U n+l -T n T n+l ) 

(28 ° |= (f(.)-f(.)^W+-^(pW-f«)), 

(29.) U n T n+l -U n+l T n = (*>(*)-*> («))"• 
Aus der Gleichung (27.) ergiebt sich 

/ort x üm-n+l+i'C«'»»'»''» — »»)#m-» _ A , * 

l ou> ; ~Ti 1 ot r- i 4\-\rr *«+it T 



I7_+P(»,«w,— («+«»I7 - __i n+,T *.+*+-.. * 



Aus den Formeln (21.), §. 2 und (17.) folgt 

,0^ F ro+l ,F m -, _ p(«-fmt>) — y(wc) Vi n _ p(u-\-nv)—p(nv) 

1 ; Fi - p(mt)-p(nv) ' Fi _ p'(nc) 

Z. B. ist für m = 1 und m = — 1 

V V — f*,(u\ n'«W* P("+P)-P(w) p V _ p(«-g)-p(iw) 

und mithin ist in Folge der Gleichung (15.) 

(32) ) F - 1 ~ FWj (*»(»)-F(»-l»(FW-P(«f)) 

1 * ; < = (P(»)-P(»+1»»(t>)-P(m>)) 

p(a— »)— j»(»ip) 

Aus diesen Recursionsformeln erhält man die Darstellungen (vgl. Jacobi, 
dieses Journal Bd. 4, S. 190; Hermite, dieses Journal Bd. 32, S. 287) 

*• ~ ^ ; p{ >' #/(») . (fW -F(2i+ <)•)(«»(«) -Kau»)) 

= (p(ii)-p(2«0)|/(g) ■ »(ii)-p(21t>))(p(g)-p(21-<» 
(33 » / P(«-»)-K») a p(u-t>) - p(2k-i)o ' 

- (P(«)-p(»))/I K«-»)-PC»t») 
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§.5. 
Ueber den Fall, wo der Kettenbruch periodisch wird. 

Wir gellen nun dazu über, die Modifikationen zu untersuchen, welche 
die in §. 3 abgeleitete Kettenbruchentwickelung 



et \ i ?(*)-?(*) _ , p"(p) , p( «)-K c ) 



,p(«)-K») 



^)^K^) + -- + ^=^) 

erfährt, wenn die Grössen c,, nicht sämmtlich von Null verschieden sind. 
Nach Formel (15.) §. 3 kann c„ nur dann Nnll sein, wenn im« eine Periode, 
d. h. gleich 2au>-\-2ß u>' ist, wo 2w und 2u>' zwei Fundamentalperioden von 
p(u), und a and ß ganze Zahlen sind. Ist 

(2.) « = -^- 

der genaue n te Theil einer Periode *) , so ist mithin c m stets und nur dann 
Null, wenn m durch n theilbar ist, und dann sind c m _ x und c m+1 von Null 
verschieden. In diesem Falle ist nach Formel (8.) , §.3 Wi = W M , falls 
X = ,u (mod.w) ist, und nach Formel (ll.)> §• 3 k x = ä^, falls Ä = ±/li (mod.ii) 
ist Die in §. 1 flir c m = zwischen W m _ x und ^+1=^1 abgeleitete 
Relation kann man hier einfacher in folgender Weise erhalten. Da 

w <„\ - » pW-pfr) 1 £W _ a(i*-Otf(ii+ap) 

"' W ~~ * POO-K«) * *>'(<>) ~ a(y)a(«+c)a(2«) ' 
w / v __ a(ti— c)g(ti+(m— 1»q(ifi-2 > _ a(t*— c)' (7(2u) 

rr - 2W a(u)a(v)a(M+(m-2»a(m-l)o a(M)a(ü)*a(M-2o) 

ist, so ist 

(3.) IFi (-«) W„._, (•) = ^ g ff;^7 c) = p (.) - p («) = - x. 



*) Eine Grösse v heisst ein genauer n ,fkf Theil einer Periode, wenn nicht schon 
ein kleineres Vielfaches derselben als das «-fache einer Periode gleich ist. Nennt man 
eine Periode eine Fundamentalperiode, wenn kein Bruch theil derselben gleich einer 
Periode ist, so ist jeder genaue n ,e Theil einer Periode dem n*™ Theile einer Funda- 
mentalperiode 2o* congruent, wie leicht aus dem Satze folgt: Wenn die Zahlen a, b, n 
keinen Divisor gemeinsam haben, so giebt es zwei den Zahlen a, b (mod.n) con- 
gruente Zahlen, die schon unter sich keinen Divisor gemeinsam haben. (Vgl. p. 11 L 
dieses Bandes.) 

22* 
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Setzt man ferner 
so ist 

Vertauscht man hier « mit — « and addirt die neue Formel zur ursprüng- 
lichen, so erhält man 

2k+W l (u) + W l (-u) = 
nnd folglich nach (3.) 



(5.) W„_, = 



X 



2k+W m+l ' 

also 

(6.) i-^W =&+? 



p(u)-p(c) *,+ -. , X 

• + - 



X 
kn-2 ^ 



X 

2k + 



oder 



(70 t^^T-W+h: 



'+■ *' 



£»-2 + 



*:_.+- 



m-1 



*i + i+ <r 



wenn man, falls m durch n theilbar ist, 

(8.) £_. = #>», *. = 0, *' m+1 = -^- 
setzt. Speciell ist filr » = 3 

4vit "" T"" * * * 

Mit Hülfe der Formel 

(9.) o(u+2au) + 2ßa>') = (-1 )°ß+°+ß e *c«9+/V)(«+<"»+/s»'> a ( l ,) 

ergiebt sich ans der Gleichung (2.), §• 3 unter der Annahme (2.) 

Damit der Kettenbruch (1.) convergent sei, ist nothwendig und hinreichend, 
dass sich -^ — tf = -tt- oder nach Formel (6.), §.3 -=7-7 — l v , N hei 
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wachsendem i. der Grenze Null nähert, oder dass 

lim Vx(u) =0 oder limf ^^ V < kfi+u ^ -Q 

ist. Unter der Voraussetzung (2.) reducirt sich diese Bedingung mit Hülfe 
der Formel (10.) darauf, dass 

dem absoluten Werthe nach kleiner als 1 ist. Ist dieser Quotient flir einen 
bestimmten Werth « = «' grösser als 1, so ist er für u = —u' kleiner als 1. 
Da nun die Elemente des flir p'{u) erhaltenen Kettenbruchs nur von 
8 = p(u) abhängen, und da p(u) eine gerade und p'(u) eine ungerade 
Function ist, so ist folglich der Kettenbruch (6.) für alle Werthe von * 
convergent, für welche der Quotient (11.) nicht dem absoluten Werthe nach 
gleich 1 ist, und zwar ist er gleich demjenigen der beiden Werthe der 
Quadratwurzel 

(12.) \ p' (u) = i V&-0,t-0, = ^(t-eOtt-*)^-*), 

T 

welcher dem bestimmten Näherungsbruche *~* näher liegt, als der andere. 

Da der Ausdruck (11.) eine rationale Function von * und der Quadrat- 
wurzel (12.) ist^ so bilden die Werthe, für welche er dem absoluten Be- 
trage nach gleich 1 ist, einen Zweig einer algebraischen Curve, auf welcher 
die Stellen e M e2, e 3 und der unendlich ferne Punkt liegen. 



§.6. 
Die umgekehrte Transformation der elliptischen Functionen. 

Die berühmte Jacobi&che Formel für die umgekehrte Transformation 
n ten Grades der elliptischen Functionen (dieses Journal Bd. 4, S. 190) ist 
von Herrn Hermite (dieses Journal Bd. 32, S. 287) und neuerdings von 
Herrn Kiepert (dieses Journal Bd. 76, S. 40) abgeleitet worden. Wir re- 
produciren hier kurz die letztere Darstellung, legen aber zur Vereinfachung 

der Constantenbestimmungen statt der Function — (ii) die Function 

(1.) xfj{u) = ip(u; <d, <d') = -y (u; (o, w') -^ 

zu Grunde. Dieselbe wird nur flir die Werthe w = 2aa) + 2ß(o' unendlich 
gross von der ersten Ordnung, und ihre Entwicklung nach Potenzen von 
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i & 

u—u> beginnt mit — — — Sie ist nicht, wie — («) in Bezug auf co und w' 
symmetrisch, sondern hat die Periode 2w', 

(2.) tp{u+2a>') = ip(u). 
Setzt man ferner 

/ 2va>\ 

O [ U-\ ) _ ?Yt)U 

< 3 '> ß * (w)== 72^ 6 " ' (v = l,2,...*-l), 

so ist 



3*1 



(4.) R v (u + 2<o) = R v {u), R y (u+2<o') = p-"Ä,(ti), q = e n . 

Die Function R ¥ (u) hat also die Perioden 2co und 2n<o'] sie wird ferner 
nur für die n Werthe 

(5.) u = 2fi(o' {fi = 0, 1, ... » — 1) 

und die (mod. 2co, 2n<o') congruenten Werthe unendlich gross von der ersten 
Ordnung. Setzt man also 

(6.) p(u) = p (u; <o, n<o'), -^- (« ) = -y («; o>, W), ^ (ii) = V («; to, W), 
so ist nach §. 2, 2 

R v («) = il+i^ -£ (ti-2.uaO, -5- ^ = 

und folglich 

R y (u) = £+^4^(11-2^0/), 

wo zufolge der Formel (2.) fi statt der Zahlen 0, 1, ... »— 1 irgend ein 
vollständiges Restsystem (mod.») durchlaufen kann. Durch Vergleichung 

der Coefficienten von — ergiebt sich A^ = 1. Vermehrt man ferner u um 

2o/, so erhält man 

<r" {B+SA^{u-2fi(o 9 ) = B+SA^{u+2(o 9 -2/juo 9 ) = B+2A ft + l y>(u-2/ia>'), 
und mithin 

5=o, ^ +1 = p- v ^ v 

und folglich 

(7.) R y (u) = 2;(r^y/(tt-2,ua/). 

In der nämlichen Weise findet man die Relation 

p(u) = — C+2p{u — 2fiü)'), 
und daraus durch Integration 

-£-(•0 = Cw+D+^-yCti-^o/). 
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Folglich ist 

yj[u) = Au+B+2:yj(u'-~2u<v'). 

Zufolge der Relation 

t//(— u— 2,ua/) = — ^(fi+2 ( aa/)=r— y(u— 2(0— p)*»') 

wechselt die in dieser Formel vorkommende Summe ihr Zeichen, wenn u 
in — « übergeht, und da dasselbe mit y(u) und u der Fall ist, so muss 
B=0 sein. Da femer yj(u) und y(u) die Periode 2nu)' haben, so findet 
man, indem man u um 2nw' vermehrt, dass auch A = ist. Mithin ist 

(8.) y{u) = 2yj(u-2fiu)'). 

Durch Auflösung der n Gleichungen (7.) und (8.) ergiebt sich nun die 
gesuchte Formel 

(9.) ny(u-2fiü>') = y[u) +2:^ R y (u). 
Setzt man 

(10.) .--£, 

so ist der Gleichung (10.), §• 5 zufolge 

(11.) R = R n _t(«)= ^"t e"^, 

und mithin nach Formel 

lV n ^ = R% V v = R y R', 

(12.) i 

( R=v;^ R v =V y R-\ 

Demnach ist 

(13.) ny(u-2p(o') = y (u) +2 gf y V v R~ r , 



wo V y = T v —tp'(u)U v eine ganze Function von p(u) = 8 und p\u) = l / 4* 3 — 2 *— & 
und Ä die » te Wurzel aus einer ganzen Function dieser Grössen ist An- 
statt die verschiedenen » ten Wurzeln R v , welche in die Formel (9.) ein- 
gehen, durch eine unter ihnen rational auszudrücken, kann man auch die 
»— 1 Functionen R y in der Umgebung der Stelle s = oc simultan definiren. 
R y = S v ist nämlich eine ganze Function von s und itä— g 7 8— gr 3 , deren 

Entwickelung nach absteigenden Potenzen von t = — * ~^? *~^ 3 m ^ ** 

anfängt; mithin beginnt die Entwickelung von S? mit Q y t, wo p„ eine » te 

Wurzel der Einheit ist. Damit nun der Ausdruck -SS; gleich einem der 
n Werthe nyj{u—2fxw>) — rfj (u) sei, muss Q r = qI sein. 
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Aus den in §. 4 zwischen den Functionen V y entwickelten Relationen 
ergeben sich ebenso viele Beziehungen zwischen den Wurzeln R„: 

(14.) Ä„(«)ß K (-tt) = p(j/t>)-0>(»), R,{u)R n - v (*)=p(*)-p(v9) J 

(15.) «,(-«) = -ß,_,(«), 
(160 K^_ = P(„, ««,/?„), 

(17.) /*„/*„ = />,«», /?e>)Ä a+/S +ÄÄ 0+/}+1 , 
(18.) R a R ß = (f («.)- ^ + f ». ) -^)| U/r -^A i 

(19.) RR a+l -(4-(. + i).-f (e) _^) Äo -^. 

Die Formel (17.) wird illusorisch, wenn a+ß = » oder »—1 ist, die Formel 
(18.) nur, wenn a + ß = » ist. Ist endlich 

a + a' = /J + /y = y + / = v, 

so ist 

(20 ^ i^"' ^ "^ -/«) Ä aÄa.+ P(?'e, y't, -ae, - a't>) R ft R ß . 
K '' ) +l»(ae,a'e,-/J« f -/3'fOÄ r Ä y . = 0, 

(21.) R a R tt .-R p Rß, = P(oe, «r, -/Sc, -ß'«)R r . 

§•7. 
Transformation der Kettenbrucfaentwickelung durch Einführung neuer Variabein. 

Zwischen den Variabein * = g?(ti) und f = p'(u) besteht die Gleichung 
/ 2 = 4s 3 — g 2 s— g 2 . Damit sich nun zwei durch eine algebraische Gleichung 
f(x 9 y) = mit einander verbundene Grössen x, y (bei passender Wahl der 
Invarianten g 2 und g z ) rational durch 8, t und umgekehrt s 9 t rational durch 
x, y ausdrücken lassen, ist bekanntlich nothwendig und hinreichend, dass 
das Geschlecht der Gleichung f{x, y) = gleich Eins ist. Ist diese Be- 
dingung erfüllt, so kann man eine rationale Function H(x,y; x\y') von 
x y y bilden, welche nur für zwei Werthepaare x', y und ar , y unendlich 
gross von der ersten Ordnung wird (von diesen Werthepaaren werden wir 
a? , y {) als constant, x 9 y' aber als variabel betrachten) *). Fügt man noch 
hinzu, dass diese Function für das VVerthepaar a, b verschwindet, und dass 

ihre Entwicklung nach aufsteigenden Potenzen von x— x mit — — an- 

fangen soll, so ist sie durch diese Bedingungen vollständig bestimmt, also 



*) Die im Folgenden benutzten Sätze sind den Vorlesungen des Herrn Weierstrass 
über Abelsche Functionen entnommen. 



Frobenius u. Stickelberger, Addition w. Multiplication elliptischer Functionen. 173 

auch in Bezug auf x', y' rational. Ist t eine rationale Function von x, y, 
welche in der Umgebung des Werthepaares a> , jf unendlich klein von der 
ersten Ordnung wird, so lassen sich x und y, also auch jede rationale 
Function von x, y, nach aufsteigenden Potenzen von t in Reihen entwickeln, 
welche nur ganze Potenzen enthalten. Beginnt die Entwickelung von 
H(x,y; x' 9 y') mit H(x\y')t~\ so lässt sich zeigen, dass 

/(*> «o 
H{x,y)dx 

(*o,y ) 

das Integral erster Gattung ist, und dass die Entwickelung desselben nach 
Potenzen von t mit t selbst anfängt. Wählt man diese Grösse u als Ar- 
gument der elliptischen Function p(v 9 g 2 ,gi), so kann man deren Invarianten 
g 2 und 03, und zwar nur auf eine Weise, so bestimmen, dass sich x, y 
rational durch s, t und diese rational durch x 9 y ausdrücken lassen. 

Vermöge dieser wechselseitigen Beziehung mögen den Werthen: 

u, u', t> 9 0, — nt> 
die Werthepaare 

entsprechen; dann sind x n , y n rational durch jp(nt>\ p'(nt>). diese rational 
durch p(t>), $>'(*), und diese wiederum rational durch a, b ausdrttckbar, 
und folglich sind x n9 y n rationale Functionen von a 9 b (und x {) , y {) ). Ferner 
wird H{x,y; x',y') eine elliptische Function, für welche man mit Hülfe 
ihrer charakteristischen Eigenschaften den Ausdruck 

(2.) K ' r, '*' = — (*) («-*') f> + — (*-«') = P{u, -t>, «?-!*') 

' H\ x >y) o o o o ' y 

erhält. Aus der Formel (8.), §. 3 ergiebt sich demnach 

n H(x n ,y n ) ' 

und folglich nach Gleichung (11.), §. 3 

(A\ fr _ H ( x i>y>; x «>yn) , _ r %!/; g ,,y,) 1 
w *"~ W^yn) ' Hl ~ i~H&7yJ~~ k 

In der Entwickelung der rechten Seite der Gleichung (2.) nach 
Potenzen von u' ist der Coefficient von «' gleich — (jp(u) — $>(*>)) = — F,; 
indem man mit Benutzung der Gleichung (1.) auch die linke Seite nach 
Potenzen von u' entwickelt, erhält man also F, rational durch x 9 y ausge- 
drückt Ist z. B. das Werthepaar x u , y t) nicht singulär, und bedeutet 
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H*(x,y; x',y') die Ableitung von H(x,y; x',y') nach x\ so wird 

(5.) F-pW-rW— S^Sj^. 
Nachdem V x bestimmt ist, findet man nach Formel (3.) für V n den Ausdrnck 

(6.) v n = F, n, H{x> yr) — 

Wir wenden jetzt die vorigen Entwicklungen auf den Fall an, wo 
die Gleichung zwischen x und y die Form 

y 7 = Ax'+lBaf+QCx'+lDx+E = F(x) 
hat Dann ist 

(7.) *(*,„• *W) = -^(Ä-^-Ä+^> 

Für t = 2(a? ~ a;o) wird H(x', y') = \ und mithin 
y+y, * V 

^ " = / "7" 
Die Invarianten dieses Integrales sind 

(9.) g 2 = AE-±BD + 3C, g> = ACE+2BCD-AD 7 -C?-EB 7 . 

Aus den obigen allgemeinen Formeln ergiebt sich also für diesen Fall, 
wenn zunächst a? nicht eine Wurzel der Gleichung F(x) = ist, 

w = i ( y+y» y+y & +y» , &+y \ 

n *\x—x n x—x a—x m a—x /' 

lg _ if yi+y« yi+y &+y. . fr+y \ 

Ä = _\( y*+y° 6 +y» i b +y<> ) 

Ist aber a?„ eine Wurzel der Gleichung F(a;) = 0, so ist x eine gerade und 
y eine ungerade Function von «; folglich ist x, =a, y t = —b und daher 

w = , f y+y. y ft+y« ■ & ^ 

" *^ x— x n x—x a—x„ o—x '' 

' ~~ *\*— a~ x—x e da a—x 9 /' 

(1L > ^ fr 6 , _ ,*_ 6_ 

*" ~ a-x n a-x t ' *» ~ * da o-x ' 
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Entwickelt man in diesen Formeln b nach absteigenden Potenzen von <*: 

und lässt hierauf a unendlich gross werden, so erhält man 



(12.) 



W x = i (id(a,+«v l ) + -g— ji-), 



B 



h n = }fA{x n —x ) 1 K = --^j-fÄx^ 
F(«)-F(») - i^ 1 ' 



*— «o 



Ist speciell lCi = l, Z> = 1, 15 = 0, a? o = 0, so ergiebt sich die Ketten- 
bruchentwickelung 

(13.) -^- /a: 4 + 4Rc4-6C* 2 + 4a? = i^+5-^-p^. 

*' + ^f" + --. + _li^_ 

in welcher k n = a:,, durch die Gleichung 

* 9 

bestimmt ist. Ist V n der » te Rest dieses Kettenbruches, so ist 

Setzt man in dieser Relation flir » der Reihe nach »+1, », »— 1? und eli- 
minirt aus den drei so erhaltenen Gleichungen F* +1 und V n - X , so erhält 
man (vgl. Möbius, dieses Journal Bd. 6, S. 228) 

oder 



oj 



^»-2 /t 1. t _ I IL I L \ L - ^»+* 



r » 

Ferner ist 

V V / | \ 

a?y- = Äja;-j^+l = k^y-lx* — Bx + -£-) 

und, wie sich aus der Reihenentwickelung von y leicht ergiebt, 

i 



. = B 7 -IC. 



23* 
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Daher ist 



ix*+ 4B x 3 + QCx 7 + 4a;- {x*+ 2Bx + 3C- 2B 2 ) 



k.k. 



»2»-4»2n 



&2,t_2Ä2n— I^2ji# + &2ii— 2 + &2ii — k2 n —lX 






WO 



ist. Dies ist der Kettenbruch, welchen Jacobi in diesem Journal, Bd. 7, 
S. 41 angegeben hat. 

§.8. 
Ueber Interpolation durch rationale Functionen. 

Ist y eine Function der Variabein x, und ist y x ihr Werth für x=-x Xy 
so kann man im Allgemeinen eine, aber nie mehr als eine rationale Function 

bestimmen, deren Zähler vom m ten und deren Nenner vom (»— l) ten Grade 
ist , und welche für x = x x , # 2 , ... x m+n der Reihe nach die Werthe 
y\, #2* ••• y m +* annimmt. Zur Bestimmung der m + n+1 Coefficienten von 
T und U dienen die m+n homogenen linearen Gleichungen 

(2.) t {) +t l x l + -~ + t m x? = y l (u»+u l x l + ---+u n __ l xr l ) (1 = 1, 2, . . . m+n). 

Wenn y keine rationale Function von x ist, so sind in diesem Gleichungs- 
system für unbestimmte Werthe der Grössen x x alle Determinanten aller 
Grade von Null verschieden. Denn wäre D eine verschwindende Deter- 
minante niedrigsten Grades, so erhielte man, indem man D nach den Ele- 
menten einer Zeile entwickelte, eine Gleichung von der Form 

(3.) A a xl + .:+A ß x% = 
oder von der Form 

(4.) A a x a x + -.+A ß x{ = yi{B,x\ + - + Bi4)- 
In derselben sind A a ...A ß , B y ...B ( ) Determinanten niedrigeren Grades als 
D, also von Null verschieden. Da sie ferner von x x unabhängig sind, so 
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kann man, ohne die Veränderlichkeit von x k zu beschränken, den in ihnen 
vorkommenden Variabein bestimmte Werthe ertheilen, fllr welche keiner 
jener Coefficienten verschwindet. Die Gleichung (3.) könnte dann nur für 
specielle Werthe von x x bestehen, die Gleichung (4.) nur dann für 
alle Werthe von xi> wenn y eine rationale Function von x wäre. — 
Ferner kann U fllr x = x x nicht verschwinden. Denn sonst würde 
zufolge der Gleichungen (2.) auch T fllr denselben Werth Null sein, 
also eine dieser m+n Gleichungen in zwei zerfallen. Man erhielte daher 
m+n+1 Gleichungen zwischen ebenso vielen Unbekannten, und folg- 
lich mttsste die Determinante dieser Gleichungen verschwinden. In der- 
selben Weise wie vorhin zeigt man aber, dass dies nur dann fllr be- 
liebige Werthe der Grössen xi eintreten kann, wenn y eine rationale Func- 
tion von x ist. 

Wir bezeichnen die Functionen T, U, falls m = n ist, mit T 7n9 U 2n , 
falls m = n+l ist, mit T 7n+11 U 7n + X . Die ganzen Functionen T, U sind bis 
auf einen constanten Faetor genau bestimmt; wir verfügen über denselben 
so, dass der Coefficient von x n ~ l in U 7n und der Coefficient von a?* +1 in 
T 2 »+i gleich 1 ist. Den Coefficienten von x n in T 7n bezeichnen wir mit 

— , den von x n ~ l in U 7n+X mit 2 "* 1 - Speciell setzen wir 

Gin &n+l 

(x—x,)y t — (x—x t )y i 



(5.) üi = 0, CT, = 1, T, = x-x n T t = 



x t -x, 
Nach den getroffenen Festsetzungen verschwindet 

(6.) T m -yU n = V n 

für x = x n x 2 , ... x ni und mithin verschwindet auch 

T n U n+1 -T n+t U H = V n U H+1 -V n+l U n 

für dieselben Werthe. Da aber dieser Ausdruck eine ganze Function » teD 
Grades von x ist, in welcher x" den Coefficienten (— 1)" +1 hat, so ist 

(7.) T n U. +l -T n+1 U n = (-iy+ 1 (x-x l )(x-x i )...(x-x n ), 

und folglich haben, da U n ftir x = x x nicht verschwindet, 7, und U n keinen 
Factor gemeinsam. Aus der letzten Formel und der analogen Gleichung 

r-i ff. - r. #„-• = (-tf(x-x 1 )(x-x i )...(x-x n _ 1 ) 

folgt 

T n (U n+l -{x-x n )U n _ x ) = U n (T n+l -{x-x n )T n J. 
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Daraus ergeben sich, wie in §. 1, die Recnrsionsformeln : 

(T, +1 = k n T n +(x-x u )T_ l , 

(8.) lU n+1 = k n U n +(x-x n ) IU, (n = 2, 3, . . .) 

(K, +1 =*.F,+ (*-a ; ,)F.. 1 . 
Setzt man in der zweiten Formel (8.) x = x n , so erhält man 

Vergleicht man, falls n gerade ist, in der zweiten, und falls n ungerade ist, in der 
ersten Formel (8.) die Coefficienten der höchsten Potenzen von x 9 so erhält man 

(10.) *„ = ^— ±±, * 1= =-k, fc = i 

und daher 

(11.) b±L = ÄB + A n _ 2 + A (l _ 4 +.... 

Setzt man 

(12.) Fr. = _Ij*i, ff^ = -tzfi- _ * 

F» x— a;, ' 

so ist nach der dritten Formel (8.) 

(13.) W n . t = *~*- 



4.+ W. ' 



y-y^ _ i. , *— « 



(14) * *' = &,+ 



3 



*,+ .*-*» 



*s + • . ar— aJ» 



Die im Eingange dieses Paragraphen definirte rationale Function 
ist nach Cauchy gleich 

_, Qg— X n +i)...(x — X n +rn) 
^Vi'^yn-ITZ T 

L*i > • • • • c »— ij a; » j • • • •*'«•+ »»j 

wo wir zur Abkürzung mit [a X) ... a r , — 6 1? ... 6J das Product aller Differenzen 
a^— 6 a bezeichnet haben. Nach den oben getroffenen Festsetzungen ist daher : 

(16.) (-lf^c. U» = ^...y,-. ^-^-^;- 1 -^, , 
(17.) (-1)^, T„ = ^ yi ...y ^-^-^^ 

(18.) (-1) ' c.,,17^ = 2*->-9.-r , m i9l Z "'IT* *Ll ' 

/1Q\ / 1\ 2 _ T __ «5»., ml \X'~Xn+\)"'\X'--X'ln+\) 

(19.) (-1) c. +1 r, n+1 - ^....^j——-—--^. 



Frobenius u. Stichelberger, Addition u. Multiplication elliptischer Functionen. 179 

(20.) (-1) « c. = 2 r — '■•••*;' . , 

«(»+0 

(21.) (-1) 2 e* +x = Z- f y -^± r , 

(22.) (-lf^ K = *_— Jl^__, 

(,4-l)(»+?) 

|iTj, ... x n _i, a?„, ... aJ2 Ä -fiJ 



Demnach ist 



C «-l TT /_ \ / i\« ^n-1 



(24) tf n (*„) = (-!)• -^=L , IT. (*„_,) = (-1)» 



c m • -* — ' * -' c„ ' 



wo c n _ x aus c,,.! hervorgeht, indem man das Werthepaar x n ^ X) y n _ x durch 
*n, y* ersetzt. Zufolge der Formel (9.) ist daher 



n«'» 



(25.) K = - c - c 



C m -iC n +l 

Durch Vergleichung dieses Ausdruckes mit (10.) ergiebt sich die Relation 

[&o.) b m —xC n +i o w+1 c„_ 1 = c n c n . 

§.9. 
Die allgemeinen Additionstheoreme der elliptischen Functionen. 

Wir wenden jetzt die entwickelten Formeln auf den Fall an, wo 

(1.) x = p(u), y=*\p'{u), x a =p(u a ), y a = lp'(u a ) 

ist. Dann ist (vgl. §. 3) V n eine elliptische Function von u, welche nur 
für u = ( und die congruenten Werthe ) unendlich gross wird von der 
•fl+l) ten Ordnung, und deren Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen 

von u mit -^ anfängt. Folglich muss V n auch genau flir »+1 incon- 

gruente Werthe verschwinden, deren Summe gleich Null ist; n derselben 
sind ff l9 «2, ... u n , der (»+l) te ist daher gleich — («*!+ tfH h«0; folglich ist 

(9 ) V (u\ - < u i -«)°( u ,—«)---<>( u n—»)<'0'+Ut-\ h"0 

1 •' " W ~ o(u)«+ic(uJa(uJ...o(u n )o(u l +u t + .-- + uJ ' 

r o n v (—u\ - r 1v <y ( ll i+ f< ) <r ( f< t + ^) ...o(u n +u)o(u— u x u n ) 

(o.) r H ( uj - ( l) a(w )n + i a(tli)a(tlf) ... a(Wn)a(lli+tli+ ... + lln) 1 

(4.) F.(«)F.(-ii) = (f(«i)— F(")) (Fv «2)— FC«)) • • • (F( tf iH f" tt -) — F(«))? 

(5.) T n =±(V n (u) + V n (-u)), K = ^(^(-«)-F n («)). 
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Ferner ist 



( 6 -) i ^ e ^ 



Aus der Formel 

ergiebt sich ferner 

(7.) A:„ = -fy,(-«,) = -P(« 1 „« n+1 ,« l + M,H h««_i), 

(8-) *. = 4-^4=6^ = -(«!+«,)--(«.)--(«,)• 
Setzt man 

(9.) (p(u l ,u 2 ,...u H )= v ,T g g(l ^ + ^) — » ?(*i) = l, ?(«i,th) = l, 

wo sich das Product im Nenner auf alle Combinationen von zwei ver- 
schiedenen der Zahlen 1, 2, ... n bezieht, so ist folglich 

han » __ (ft(tt, ...U n - U U n )<f(u t ...K n -1, K»+l) 

* ~~~ y(M l ...fi„-i)qp(M 1 ...ti w -i, w», t*,.+i) 

Angenommen nun, es sei für einen bestimmten Werth von n 

(11.) c H = y(ni,ii2,...««) 
und 

da cl aus c n hervorgeht, indem man das Werthepaar x n9 y n durch x n+l , y Ä+I , 
also u n durch tt M+1 ersetzt, so ist dann auch 

und aus der Formel (25.) §. 8 ergiebt sich dann, dass auch 

ist. Da nun c x = <p («0 = 1 , C2 = V (« i , «f0 = 1 ist , so ist folglich die 
Formel (11.) allgemein richtig. Aus der Gleichung 



folgt 



** = — («i + «2+ — + ««.+0— -y («i + " ' + H.-i) — — (•»•)- — (^+0 



N 



-s 
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und durch Vergleichung dieser Formel mit (11.)? §• 8 findet man somit 



(12.) 



■^-(«iH h«») — ^-(«.) C — («„). 



Aus den Gleichungen (20.) — (23.), §. 8 ergiebt sich demnach 



(13.) 



(14.) 



c=z!£=?i no(u„r-* „(^ + - + «,„) 

> ' iIff(««+M^) 

Ij?(«,),... p(««-i). — *>(«,).... K«*.)] ' 
^- 9 » na( Wg y -' g («,+-+« 3 . + ,) 

^ ' JTffC«^^) 

„ $/(«,)... $»"(«,,) 



[p(u,), ... p(u n ), —p(u m+l ), ... K«»»+0] 



(15.) 



»(»-1) 






* t \ 



J7ff(«« + H^) 

-ff- «0 = 



^ («,)••• *>'(«„) 



(K«.)> — *>(«»). — p(«»+0. • . . i»C««-)J ' 



(16.) 



(«+1X»+») 



(-1) 2 Jiff(M^) (r ff - (öl+ "' +, W i) 

_^ (ttl) _..._^ (t ,; +1 )) = V P^.^-O 



bOO. ••• K««-0, — K«»)> — K«j-+i)J ' 

Specielle Fälle dieser Formeln sind (vgl. Abel, Oeuvres publ. par 



Holmboe, t. II, p. 132, 133) 



f(«,) 



+ 



2 g(lt | +ll t +W,)g(«,)ff(M,)g(ll | ) 

*(«,+«>(«, +«.M«,+«,) (*»(«i)— P(«t))(p(«i)-P0O) 

p'oo , y(«*,) 

(K« s )-K«,))(KO-K«,)) "*" (K«,)-K«,))(cW-?W) ' 
o q(«, +«,+«,+« 4 )g(",) t tf(",) t g(»,)'g(»4)' 

ff («, + «,) ff(«, f«,) ... ff (», +« 4 ) 



(*>(«,) - *>(«,)) (K«i) - K«»)) (P(«i) - «»C««)) 



+ 



• • • 



+ ^ 



?M 



(K« 4 ) - K«.)) (pW- K«,)) (p(«ü - *>(«,)) ' 

o g(^^,+••^ + ^ > )q(^,)^..ff( M> ) , / & <f & \ 

2 ff(«, +«,>(«,+«,)... a(«4+«J Vt^-'+^-tW 7 W i 

l*("l) . ... , fC«») 



OK«,) - ?(«,)) • • • (p(«,) - ?(«.)) 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 



-| f- 



(P(« s ) - *»(«,)) • • • (*»(«,) - K« 4 )) 

24 
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§.io. 

Andere Formen des Additionstheorems. 

T 

Für die in §. 8 definirte rationale Function -jr hat Jacobi (dieses 

Journal Bd. 30, S. 127) mehrere sehr elegante Darstellungen in Determi- 
nantenform gegeben. Mittelst der Rechnungen, die wir soeben an der 
Cauchy&chen Interpolationsformel durchgeführt haben, erhält man aus jenen 
Darstellungen ebensoviele Formen ftir das Additionstheorem der elliptischen 
Functionen. Wir ziehen indessen vor, diese Formeln auf einem anderen 
Wege direct abzuleiten. 

Herr Hermite hat (dieses Journal Bd. 82, S. 343 ; vgl. dieses Journal 
Bd. 83, S. 179) die Formel gegeben 

(1.) 1 1, *,.), FW, ... F^CtO I = M^^^y/O^+^+O . 

Die Determinante auf der linken Seite ist aus der einen hingeschriebenen 
Zeile zu bilden, indem man ftir a der Reihe nach die Werthe 1, 2, . . . n 
setzt. Die Producte im Zähler der rechten Seite sind auf alle Paare der 
Zahlen von 1 bis n zu erstrecken, ftir welche «>/3 ist. Ersetzt man in 
dieser Formel u t , ... u m der Reihe nach durch u t + 1>, . . . u H + 1> 9 differentiirt 
dann nach t> und setzt in der so erhaltenen Gleichung t> = 0, so erhält man 

_ (—iy^ 1 nn(*-ß)na(ua-uß)a(u l + --- + un) 

x(-f (»I+- + 0— y(«i) 7W). 

Nun ist $P n) (u) eine ganze Function (»+l) ten Grades von # = #?(«), in 
welcher der Coefficient von x n+l gleich (2»+l)! ist (weil die Entwickelung 

von p(u) mit — T anfängt}; und ., ^ J ist eine ganze Function » te ? 

Grades von x, in welcher x n den Coefficienten ^ w l" ^ hat. Ersetzt man 

in den Determinanten (1.) und (2.) die Ableitungen von p(u) durch diese 
Ausdrucke, so ergeben sich die folgenden Formeln, welche sich auch leicht 
unmittelbar aus dem Abefochen Theorem ableiten lassen: 
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(4.) 



(5.) 



|1, *>(««), ••• f (»«)", *>'(«.), P(S*o) P\«a\ ••• F («.)"" V(««)| 

— ( iV^r 2 "«» na(u a —Uß)a(u i -\ Hum-h) 

~~ *■ ' i7ff(« ) ? «+ 1 ' 

1, §?(««), ... p(v a )-\ p'(u„), p(u tt )p\u a ), ... p («„)"">'(««) 



1, p(u a ), ... p{u m y+\ *?'(».), p(u a )p\u tt ), ... p («„)""»<.) 



(«-l)(«-?) 



(6.) 



_ , -n j o—i na(u a — w/>)q(«,H hm.+i) 

X (— («1+ • ' • + «,,+ ,) («,) («*,+,) J • 

Wir multipliciren die Determinante (3.) mit der Determinante 2» teD 



Grades 



d' 1 



(x„— «,). . .(X a —X2n) 



JI(0Ua)** 



—2 



= (-<)' = 

n(x tt —xß) na(u a +Uß)a(u„—uß) 



und verfahren ähnlich mit den folgenden Determinanten. Mit Hülfe der 
Eulerschen Formeln ergehen sich so die Gleichungen: 



K«0* + V(«,) 



+•••+ 



rt«*.)" + V(«'i.) 



(7.) 



(K«i)-K«.))---(K«,)-K«j»)) ' ' (K«j»)-K«,))-(K«*»)-K«2—0) ! 

(x, i = 0, 1, ... n-2) 



K« I )' + V(«.) 



• + - + 



l<«*M-0" +1 |*'(«l«+0 



(8.) 



(K"i)-K«t))---(K".)-K«s-+0) ' ' (K«3-+0-K«i))--(*<«j»+i)-K«j.)) 

(x, il — 0, 1, ... »— 1) 



K«0* + V(«,) 



■+•••+ 



K«j«)" + y(«j.) 



(9.) 



(K«,)-K«,))—(K«.)-K«i-)) ' ' (K«j»)-K«.))—(K«j-)-K«j.-0) 

(x, Ä = 0, 1, ... n —1) 

= 2 , ■iro(«.y»- :> g(«,+-+mO 

JZ a(u a +uß) 

x(-^-(« 1 +-+« 3 .)--^-(«,) -J- (*»■))» 

24* 
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K"i)* + V(*,) , , K^» + l)" + V(W2n-fl) 



(10.) 



(«, Ä = 0, 1, ... »— 2) 

X (— («i+ — +*»+i)--J-(i»i) — (•b.+i))- 

Aus diesen Additionsformeln kann man auch wieder die Multipli- 
cationsformeln (17.) — (20.), §. 3 ableiten. Zu dem Zwecke muss man, ehe 
man die Variabein u a alle gleich u werden lässt, entweder die Determinanten 
(7.) -(10.) in der Weise umformen, wie es Jacobi (dieses Journal Bd. 30, 
S. 133) ausgeführt hat, oder (Cayley, Phil. Trans., vol. 151, p. 230) in 
(3.) — (6.) die Elemente der a ten Zeile nach Potenzen von p(u a )— p(u) ent- 
wickeln und die Determinanten dann durch das Differenzenproduct der 
Grössen p{u a ) dividiren. 

Zürich, März 1879. 
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Sur les fonctions doublement pöriodiques considöröes 
comme des limites de fonctions algöbriques. 

(Par M. Biehler ä Paris.) 



Jues d^veloppements des fonctions doublement periodiques en sfries 
de sinus ou de cosinus offrent, comme on sait, im grand int^ret au point 
de vue de leurs applications ä l'arithm^tique. Dans une th6se pr£sent£e 
k la Facultö des Sciences de Paris, le 2 mai 1878, j'ai donn£ les d£ve- 
loppements d'un grand nombre de fonctions doublement periodiques de 3^ me 
esp^ce, dont les plus simples avaient fourni ä M. Hermüe une d&nonstration 
nouvelle des th£or6mes de M. Kronecker sur le nombre de classes des 
formes quadratiques ä d&erminants n£gatifs. Je me propose, dans ce 
travail, d'arriver aux r^sultats auxquels je suis parvenu dans ma thöse, sans 
recourir aux principes g£n£raux de la th^orie des fonctions et en restant 
dans le champ de l'algäbre öl^mentaire. Je considöre pour cela les trans- 
cendantes comme des limites de fonctions algäbriques; en partant de ces 
fonctions, j'arrive aisement ä des formules dont Tapplication aux transcen- 
dantes est imm£diate. 

C'est Cauchy qui le premier a rattach£ aux fonctions alg^briques 
les transcendantes elliptiques en donnant (Comptes Rendus 1843), ä l'aide 
d'un proc&l6 öl&nentaire, l^quation si importante qui lie Texpression de 
0(a) sous forme de produit, au d&veloppement de cette fonction en s£rie 
de cosinus. 

Je commencerai par ötablir cette relation en faisant usage d'une 
ni&hode plus simple que celle de Cauchy; je donnerai ensuite sous leurs 
diverses formes les d&veloppements des trois fonctions elliptiques; enfin j'y 
ajouterai les d^veloppements de quelques fonctions doublement p&iodiques 
de troisteme esp^ce. Les exemples qui seront trait^s suffiront pour montrer 
que les m£mcs m&hodes s'appliquent £galement aux cas oü les fonctions 
propos^es renfermeraient un plus grand nombre de soit au num&ateur 
soit au d&iominateur. 
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I. 

DSveloppement de la fonction @f \ 

Consid&ons le produit 

dO F m (*) = (i- ?a )(i-^)...(i_^-« a )(i_|)(i— £)-(i— ^); 

ce produit effectu£ aura une expression de la forme 

(2.) F m (z) = Ho+H^z+^+^+H^+^y 
Pour d&erminer les coefficients /^ nous ferons usage de l'6quation 

eile donne entre H^ x et fi^ la relation: 

j^Ci-^+'O = -n r /l -i«f v " l (i-«f ,m " a ' l+a ), 

d'oü Ton tire: 

Pour d&erminer H 01 remarquons que H m peut s'exprimer de deux mani&res 
dMfßrentes, soit eu ^galant les seconds membres des 6galit£s (1.) et (2.) 
apr&s les avoir multiples par z m et y avoir fait z = ce qui donne 

H m = (-1)T\ 
soit en faisant fi = m dans l'6galit£ (3.) d'oü 

"m - l i) q (1— ja«i+a)(l-.^+*)...(l-.jf*ii) 110, 

La comparaison de ces deox expressions de Ä m fournit la valeur de H 

(WXi-^-CW") 

ce qui donne pour H^ la valeur 

^ - i ^ ? (i-rt(i-? 4 )...(i-^) . ' 

Si maintenant on fait crottre tn au-delä de toute limite, H M tendra ind^finiment 
vers une valeur J3J, 

(l-« i )(l-g%.(l-j*')... ' 
Le num&ateur (l-q 7m + 2 *+ 2 )(l-q 2m +*>'+*)...(l--q* m ) a en effet pour limite 
l'unitä. 



Biehler, sur les dfoeloppements des fonctions doublement piriodiques. 187 

. Car 

(1- jftH-^+»)(l-g'«+»/«+*). ..(l-y*) < 1 (q &ant < 1) 

et 

(l-^+»/«+ a ) (1- jf 8 -+ a / , + 4 ) i ..(l- ff 4 ") > l-(^ w+ ^ +2 + 9 ?m+ ^ + *+-..+ 9 4 -). 

Le produit (1— g 2w+2AI+2 )...(l— gr 4m ) est donc compris entre deux quantitäs 
dont l'une est 6gale ä 1 et l'autre tend indäfiniment vers 1; ce produit a 
donc pour limite l'unitä. 

On aura donc pour m = oo *) 

( i_ ga ) ( i_^)... ( i_^-. a )...(i_|)(i_i)...(i__3!ri)... 

i-g(*+ 4)+9*( s '+ 4") — •+(- 1 >'?'"( 5/ '+^r) +- 

Si l'on fait dans cette eqnation a = e Vx , eile devient 

( 1-2^008 23?+^) (1-2^ cos 2x + q°)...{ 1-2^-' cos 2x + q*"- i )... 

_ i— 2qfC08 3a?+2g 4 C034a; f-2(— i)"gi"'coB2jiig-|-— 

- (i- g *)(l- g «)(l-g«)... 

J en produits ä son. 

d^veloppement en s^rie trigonom&rique. 

Nous allons passer maintenant aux däveloppements des trois fonctions 
elliptiques. 

II. 
Döveloppement de sinaiu 



n 
Considärons la fonction 



p ' = (i-|)(i-^)0-^)-0-^- a »)(<— f)(i-^-)-(<-^) 

O-?a)(W*)...(i-? J "- 1 =)0-|)(l-^><l--^) 

En appliqnant ä cette fonction le proceMe" ordinaire de la d£composition 
d'une fraction rationnelle en fractions simples on obtient 

(1.) F.(.) = Tit^-Tq^Fir-T^r). . 



*) Pour De pas nous exposer & des redites, nous admettrons sans dimonstration 
dans ce cas, eomme dans ceux qui vont suivre, que le mode de passage de la fonction 
alg6brique & la fonction transcendante est legitime, sauf k en präsenter la justification 
ä la fin de ce travail. 
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dans cette formule le coefficient A H a la valeur 






, _ n *-i r (i-?xi-9%-( w*- 2 *- 1 ) r cw- 

La formule (1.) peut prendre diverses formes auxquelles correspondent pour 

sin am autant d'expressions distinctes. 

Si Ton röunit en une seule les deux fractions simples qui figurent 
dans la formule pr6c£dente il viendra 

ou bien 

De F^quation (1.) on d^duit 



Or 






1 



2 

5 



1- 



LZ — V „p/i-lX«-!)- v 2 / 



fl 2 *" " n=l 



& 



par suite 



2n-l 2n-1 

^i=m ii=30 



(3.) V»F„(«) = ^ ^ ^ 9 (2 "- ,)( "- ,) [a 2 -« 2 ]. 



Si Ton fait croltre m au-delä de toute limite, le coefficient A H deviendra 
6gal ä 

Soit pour abräger 

et soit F(a) ce que devient F m (m) lorsque m croit au-delä de toute limite, 
les öquations (2.) et (3.) deviendront 






Biehler, sur les döceloppements des fonctions doublement pöriudiques. 189 

(5.) J^ZW = 3" "Jf ^-1)0.-,,+,-, [a ^ _ a " ^]. 
Si maintenant on fait dans ces formales z = e'% le premier mernbre de- 

2Kx 

viendra, ä un facteur constant prös, sin am ; soit A ce facteur, onaura: 

- . 2Kx _ 2sina;(1— 2q*co&2x+q t Xi—2q*coB2x+q*)...(i — 2q' 2 rcos2x+<f **)... 

^Sinam n - a ^_ 2qcos 2x+q^'-^q^os2x+q (i )...(i^2q 2 f'- l cos2x+q^- 2 )... ' 

les formales (4.) et (5.) donneront 

(6.) ^sinam = 2sma: 2 - 4 — ^ 7u \ 1 ,^2 1 

v ' n fZ\ 1 — 2q 2u - l co&2x+(ff 1 - 2 ' 

(7.) ^sinam— = 2^ , 'ir 9 ^- 1 ^- 1 >^- 1 sin(2w-l)a:. 

2A r *r 

La fonction A sin am peut prendre une 3 idme forme. 

Remarquons ä cet effet que le coefficient de sin (2»— l)x dans le 
second membre de la formale (7.) n'est aatre chose qae 



oa bien 



2 2 ^(v-o^-u+^-i 

M =\ iL 



»-l^*? /,C"-l)On-l) 



ou encore 



2?"- 1 2 q 

2g»- 1 



1n—\ 1 



par saite 



1-9 



2Kx "~ x q n ~ l 

(S.) A sin am = 2 j; Ä ln t sin (2k— 1)x. 



9' 

Calcalons actaellement la valear de A. On sait qae 

2Kx 1 * . a-=»/ 1— 2oVcos2a; + flf 4 . w \ 

sinam = - 7r 2\ / q&mx n (-1 — *» 1 — ö — , 1„ )• 

Comparant cette expression ä celle qai a 6t6 tronvöe plas haut savoir: 

A . 2Kx 2sina? f^f ( *— 2g 2 "co82a? + g** ^ 

^smam-^ - — ^— n V^^-icosfcr+gV-* ) 
011 obtient: 



ayfq 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 25 



190 Biehler, sur les developpements des fonctions doublement periodiques. 

En substituant ä }/& et ä a leurs valeurs connues en fonctions de q, savoir: 

4 »=00/ i-L 2« \» 

V* = 2 *Ij(-p±fcr), 

«=*• i-Y—1 N« 



ü viendra 



ou 



2^A R / 



2Vq 

En substituant cette valeur de A dans les formules trouv^es pr6c£demment 

• 2Kx , , . . 

on aura pour sinam les trois expressions 

2^—1 

2fffc . 2ff* _ , *-» q 2 (l+gV-^ginag 

ff smam ^ - 4 ^ i_2 9 v- 1 cos2*+ 9 v~ 2 ' 
sinam = 4 JE JE q 2 / sm(2ii— l)ar. 



2n-l 



2Jfi . 2Kx A »=? g 2 . /0 iN 

sinam = 4 £ -j^-^—r sui (2w— l)x. 

n • n n= i 1— q 2n ~ l v J 



III. 
D6veloppenient de cos am 

Considörons la fonction 

(i-«»)(i-« i «)...(i-fl^ 1 *)(i-|)(i-0..(i-^) 

En döveloppant * m (*) en fractions simples on obtient 

fA=m * \ 1 \ 

(1.) *.(•) = 2 x B^ A _ qVl _ H + 1= ^r r j, 

formule dans laquelle B„ a pour valeur 

n - ( 1 y-i „-i r fl+flO +g , )-(W"- ? ''- 1 ) T (l+g I -^+ 1 )(t+y'-^+») „(l+^-^M) 

^ — *v x -> 9 L(l-9')(l-g')-(l-9 , "" v )-' (l-9 J "- 2 ' u+i )(l-9 2 '"- 2 ' 4+4 )...(l-9 7m +^- 2 ) 

De la formale (1.) on d&luit 



A " (l-^-'a)(a- 9 ¥-') 
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OU 

(2.) yj*.(.) = (,£+ * )Tb, G=£^2 

La formale (1.) donne egalement 

1 



•.*.(.) = T^jr^ii+^^r ., 



OU 



2n-l 2ii-I 

fMsrrn n—n 



(3.) )/*#„,(*) =12 B^x- 1 *-^* J +* * ]. 

Si maintenant on fait dans ces formales m = <x> et si Ton d£signe par b 
l'expression 

le coefficient B M aura pour limite 

(-ly-y-H. 

Les formules (2.) et (3.) deviendront en appelant *(*) la limite de # m (*) 
pour m = oo 

' / '- , «-^-'(.H-l.)+^»- 

(5.) J^p^ =22 (-iy- 1 0t*- 1 >*- l >+'- , |>"5~+* ~*~]. 

Si on pose a = e 7i * le premier membre de ces ^quations deviendra, ä un 

2Kx 

facteur constant pr6s, cos am ; soit B ce facteur, on aura : 

« 2Kx _ 2cosa? (1 +Vco82a?+y 4 )(l +2g 4 co82g+g 8 )...(l +2g ? *co82a?+gV)... 

C0Sam ^ ~" 6 (l-2 9 cos2aj+ 9 , )(l--2 9 4 co82a:+ 9 < )...(l--2^- | co82a;+^- 2 )... ; 

les formules (4.) et (5.) deviennent alors 

(6.) Äcosam = 2cosa: ^ > ,/», : — ); , . — *-, 

(7.) B cos am— = 222 (-iy- , tf<" , ~ 1)0, ~ l)+ ' , ~ 1 «>8(2«-l)*. 

91 ^=sl n =l 

Cette derni&re formale peut aussi prendre la forme suivante: 

(8.) 1? cos am = 2 <£ . * . cos(2i»--l)s. 
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II reste ä d&erminer la constante B; il suffit pour cela de remonter 
ä la döfinition de cos am savoir: 

71 

2Kx ,/F *- ^ ( i + 2q^eoB2x+q 4 f i \ 

on obtient ainsi entre ß et 6 la relation 



b V * Vg ' 

et en mettant ä la place de }/&, y&', 6 leurs valeurs on aura 

_ 1 (2Kk\ 

D ~ 2i/q\ 71 J' 

par suite les formales (6.), (7.) et (8.) prendront la forme 

ä cosam ^ -4-2 i_2^-i C os2*+? 4 «-' ' 
cosam =42 2 (—1)^0 cos(2n— l)x, 

ft fl fA—l n=l 

2n-l 

2Kk 2Kx - —■ ■ - 2 



n 



cosam 



— = 42 ,1 ,»_! cos(2i»-l)a?. 



IV. 

2Äa? 

D^veloppement de z/am 

Prenons pour point de d£part la fonction 
En decomposant ^„.(a) en fractions simples on obtient 

(1.) *„(.) = (-ir+|cX 1 qU-+ 1 ^r), 

formale dans laqnelle C„ a pour valeur 

r _ Pr iv-' T ( 1+ ? , )Ci+g , )-0-^9 ? '-^) T Q+y*- i ^ t )(i+^-'^ 4 )...(i+^+v-«) 

Pour eliminer la constante (— l) m retranchons ^„(a) de ^„.(l); il viendra 

(2.) y.(i)-y. ( , ) = T-^^(- 1 ^^+- 5 ^=r). 
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De cette öquation on tire successivement 



(3.) 






«-'(-££) 



/-» " 1 _^-.(, + lj + ^,-«' 



(4.) r m (l)-¥ m (z) = 22 C^-j^r-^ £C,f'-"(»"+i). 

Si l'on sappose quem augmente ind^finiment, 3P,,,(1) et ^«.C») tendent vers 
des limites que nons d&ignerons par ?P(1) et 3F(s) 

C„ tendra vers la limite 
Soit 



2 1- 1 '-! (-££)' 



= 77 ( T 



■2» 



les öquations (3.) et (4.) deviendront 

jgiHm . 2(2 - a _i)»i- ( '; \<-^\ 

"-' i-«*-(«+-j-)+« v ~' 

Si Ton pose z = e 2 '*, on obtient 



d'autre part 



y } JrJi V l-2^- 1 co82o;+^- 2 >'' 
. 2Äa? . ,/-n^z5/ l+2^-i cos2a;+ö 4 ^- 2 \ 



par snite 



J&m— = fkW(e iix ). 



Or 



/ — n=s0 ° / 

W= 77 (■ 



c 



= 77 (■ 

n=l v 

i¥="n( 

n=l x 



rt 



— g*»-l \ 9 



+q ! *~ l ) ' 

+g 7n - 1 \* / i-g 2n y _ ^r 



-fY n "" iy \ 1_ 9 W 2J5T ' 
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donc 

c n \ n ' 

Les £quations (5.) et (6.) deviennent par cette Substitution 

(8.) —{l~Ja.m—^-j = 4 2: / 2/M . x 4 2: £ (— 1)" V ( *^ l) cos2iwc. 

Mais Jacobi a donnö (Lettre ä Legendre, 9 sept. 1828) pour — la formule 

im 

par suite l'ögalitö (8.) devient 

(9.) — iam— = l+4'!FT(-ir- , 9" (2 ''- ,) co82»aj. 
Le coefficient de cos2rcx est la fonction 

ou bien 

4q n 



par consöquent l^quation (9.) devient 

(10.) — Jam = 1+4 2 . ; . cos2nar. 

V « tt n=l 1+g* 

Nous allons maintenant passer aux döveloppements de quelques fonctions 
doublement piriodiques de troisteme esp&ce. 



V. 

D6veloppement de ^ — 

En appliquant encore la m&hode de d&somposition des fractions 
rationnelles en fractions simples ä la fonction 

on trouve ais^ment 

(1.) F.(.)«-T-,^ =ii + 7 ^ r ), 
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et dans cette formale a^ a pour valeur 

En r^duisant an meme d&iominatenr les fractions qui fignrent dans la 
fonnnle (1.), il vient 

( 2.) *.(.)- T* (i ~ q ^ 



.«=> "i_ q v-i( s+ i) + ^^ 



La formale (1.) peut s'ecrire egalement 
on bien 



(3.) F.(«) = -2 a M +J! 



a «i i- g ^-i 5 + 1— 5^ y 



Si Ton feit dans les formnies (2.) et (3.) m = <x> , en d&ignant par F(s) 
la limite de F m (s), et remarquant qne a^ tend vers 

(-iy-V'-", 

il viendra 



(4.) F W = T c-i>-^o-^^ , 

(5.) F(«) = *2 (-l)"g'"-''+T (- 



;(-i r -i^/ I _^_ + _^\. 



La formale (5.) a &e" donaee par Cauchy (Comptes rendas, 1843) comme 
application da calcal des residas. Ou peat l'ecrire egalement soas la forme 

F{z) = "5s (-ir ?'"-'' +2 T(-l)"- , <-" 

(6.) < " =1 ' =l 

Si l'on remplace maintenant a par e ,te les formales (4.) et (6.) deviennent 






/ W = X ^=00 11= OD 



(8.) F(e lix ) = 2 {-iy- l qf , -i' + 2 2 2 (-iy- i q >, '- , ' + " 0f '- l) qcofi2nx. 

fi=l fi=l n=l 
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Mais 

/»kW 



4 — 



2faF(e Vx ) = 



e( m ' 



(Jacobi, Fundamente , p. 187), par suite on aura pour le döveloppement 
de — /S . K les expressions 



•(==) 



M%y 



(j^i-o' 



e( 2Kx } ~ * i i-V -lco82a, +9 4 " -5 ' 



Mzy 



fi=K 



(2/i-lV 



(10 .) «(4=.) 



2/t.N = 2 „-?,(- 1 >"-'» * 



ii=rx w=x 1_£ L+ n (2ii— n ^ 



la formale (9.) a 6t6 dornige pour la premi&re fois par Jacobi. 



D6veloppement de 



VI. 

1 



Appliquons le m§me calcnl ä la fonction 

93m(a) = [(l- g > xi-^)...(i-^)(i +ff ')(i +g < )...(i + ^)] < 

(i-p)(i-? , *)..<i-? ,ra - , »)(i-f)0-9-"( 1 -^)( i4 9 5 Xi^ , »)".(iV"- i *)0+|)-"0+^ 

nous obtiendrons: 

/ * 1 

1 



U.) 



/ — — 




formule dans laquelle b u a la valeur 

6 /< — 2 (1— g ? '«+ J )...(1 — g ! '«+^- s )(l-f^'"+ 5 )...(l + 9 '»+ 2 /'-') 

L'expression (1.) de <p m (&) peut prendre les deux formea: 

( A ) V- (») = -2 ^731 JT + 2 3TT, p j-r , 
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(3.) vM = 2T^+2T^ i y^V+ i Jr> 

Si Ton fait dans ces formules m = <x> , si Ton d^signe par q> (s) la limite de 
9> w (a), et si Ton observe que b u tend vers 

2 ' 

il viendra 

(4.) 2^ y o = y c-^-f ' o-^-V if ^"-'* 2 p-«"-» , 



2,/ ? <K*) = 2'2 (-1)"-'? * 

V2^T(-l)-^ +i "--V+ s 4;)- 
Si Ton fait dans ces formules z = e Vx 

nsx 



2\<q<p(e"*) = - 



n=l 



*Oe.(^) 



or 



2j'«i 77 (l-^-)*(l+0' = W*^), 



par suite 



2äV 



»*(") 



(2/U-l)' 



(6.) 



*(T>.(^) 






2A"a;\ /2Ä*\ ~, 1— 2 ? J «- , co82x+9 4 .«' 



O/i-l)» 






^'(^r) •.*— e»-=!>! 



(7.) ft fM£v ,2tf*x -, 



•C?>. (==) 



= 42 (-!)"-* ? 



+ 8 2 2 (-l)"-g 2 c * ) cos4»x. 
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Däveloppement de 



\ 



e-O 



Pour operer ce developpement nous prendrons pour point de depart 
la fonction 

[(i_ g3 )(i- ? . 3 )... (1 _^»-. 3 )( 1 _i-)( 1 — £.)... (i_£r^j" 

En decomposant cette fonction en fractions simples il viendra 

/ r «*-■ 



(i.) 



fA—m 



VqYmi») = £ c 



M=> 



q'" *s a 



3 






Dans cette formale les coefficients c^ et c^ ont les valeurs 



(v-i) a 



c u = ? 



L (1— ^«*+2)(i-^«*+*). . . (1 —g'»+V«-a) J ' 

[/ ^111-2^+2 ö 2m+2/i-2 v~i 

La formale (1.) peut prendre les deux formes 

!^V-(») = -2 c„ 



(2.) 



ti=m u—m 



(3.) 



fi=l n=l N *> 

+ 2 c'„+2 c u 2 f-P,->(,. + * ). 



Si Ton fait croitre m indöfiniment, 



(2yu-l) 3 

c„ se röduira k } 2 , 

(2.K-1)' 

c; k (2iu-l) 9 ' ; 



(4.) 
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en d£signant par \p{z) la limite de y m (z) pour m = oc, les deux formales 
(2.) et (3.) deviendront 

ft?(«) = 2? r z fr y 

+ ^(2,«-l) ? ' +^(2, M -1) V « *-—. pr , 

UflVOO = 2 2 nq * («"+-=0 

(5.) " =l " =1 * 

+ ^(2.u-l) ? ' +^^(2^-1)9 » (»'+-?■)• 

Si Ton remplace z par e 7,x dans ces formules en remarquant que 



on aura: 



•O' 



- ftT g V J! +'■"-' (1 +g*"- , )co8 2x-2 g V - ' 



(6) WMfl) *->* (l-2^-'C082a 5 +^- 2 )' 



u=x 



(V-')' ü= „ (»*-»» 



+4^(2,«-!)^ -f8£(2,u-l) ? ____|___,, 



«(£) 



(7.) «'(~) "' 



(2/U-l)' 



+8 ,£ ^ (»+2^-1)0 J + l * cos2nar. 

^=1 w =l 



Ces exemples suffisent pour montrer que la m&hode &£mentaire de la 
d£composition des fractions rationnelles en fractions simples fonrnira la 
Solution du probl&me chaque fois que la fonction ä d^velopper renferme 
au num^rateur un nombre de fonctions moindre qu'au d&iominateur. 



26 
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VIII. 



Däveloppeiuent de 






Nous allons donner en terminant l'id^e d'une m&hode qui peut 
conduire aux d^veloppements des fonctions doublement p&iodiques de 
troistöme esp&ce dans lesquelles il figure au num&ateur un plus grand 
nombre de fonctions 6 qu'au d&iominateur. La d^composition en fractions 
simples ne conduit plus au r^sultat ä cause de la partie enti&re de la 
fonction que les proc£d£s de l'alg&bre £l£mentaire me semblent impuissants 
k fournir. 

Considörons k cet effet la fonction 

II est ais6 de voir qu'on peut, en supposant le module de q intfSrieur k 
Tunite et celui de z £gal k Yxmit6 comme nous l'avons toujours suppos£ en 
passant aux transcendantes, developper F m (a) sous les deux formes: 

(1.) F,„(*) = A»+leAX** + ^r), 

I 

(2.) F m {») = *.( 1 ± jr t -VV^+'l B "(*" + ^> 



i^ rz) 



La comparaison des dtSveloppements founiis par les £galit£s (1.) et (2.) 
nous donne la relation 

(a.) Ap = B fi + a m q u . 

D'autrc part Tt^quation 

fournit deux autres relations entre les coefficients A et B. 

Nous ne ferons usage que de Tune d'elles; nous prendrons celle 

qu'on obtient en ^galant les coefficients de —^ dans les deux membres, 

nous aurons ainsi 

(6.) B u = -A^q^+e,, 
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* M est un groupe de termes qui s'^vanouissent qaand m augmente in- 

dtfniment 

Si Ton combine les £galit£s (a.) et (6.) on obtient 

(c.) A u = - Vifl v ~ 1 +*-^+«/" 
et si Ton pose 

T6galit6 (c.) prendra la forme 

si Ton remplace a m par «^~», a^ &ant une nouvelle constante, F6galit6 
(rf.) deviendra 

« 
en changeant ,u en ,u — 1, *i — 2, ... 2 7 1 et en d&ignant par ^. 1? ^_ 2 , ... e t 

des quantit^s analogues ä e qui renferment toutes gr m en facteur et s'annulent 

quand m augmente ind&iniment, il viendra 

( +Ä1 (-i) ? -i +€a (-i)^-*+... + €/i (-iyi r ^. 

Si on revient aux coefficients A, V£galit6 [f.) fournit la suivante 

cv-i) a 

Lorsque m augmente ind^finiment J^ tend vers une limite Ä M9 a' m tend vers 

«', et comme A t) = o,, , on aura 

(y-i) a 

4, = ^ ü (^iy-^ + a'(-i>-+y i [^-g-*+...+(--iy'-»jf * ], 

et si Ton d^signe par JF(«) la limite de F m {*) 

jf(») = ^[i+T(-ir^(^+^)] 

( +«'^(-l)"+ 1 g " 1 (r i -?" ! +- + (-l)"- , 9 + )(*"+^r> 

(2Jfa?\ 
J; 

le premier membre devient, ä un facteur constant pr&s, «r? — , et si Ton 
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d&igne, comme l'a fait M. Hermite, par Z(x) la fonction 

Z(x) =4^- (-iy +, q u '[q'i-q-i+... + (-l^- 1 q * ]cos2ux, 
l'lqnation (3.) prendra la forme 

C'est pröcis&nent l^quation ä laquelle est arriv£ M. Hermite (Comptes- 
Rendus, 7 jnillet 1862). Les constantes qui figurent dans cette formule se 
d&erminent aisement. On trouve 



n=x 



A = /7CW), 



m=l 



d'aprös l^quation (1.) A„ est 6gai ä Yvmit6 et a! est la limite de a m y~*. 

a m &ant le num&ateur de la fraction simple . w , obtenue dans 
la döcomposition de F m (z), cette limite a' est £gale k 

1 n=l 



n=l 

En substitaant ces valeurs de A, de A„ et «' dans l'equation (4.), eile prend 
la forme 

Les diveloppements des fonctions analogues s'effectneraient de la mßine 
mani&re. 

IX. 
Pour ötablir en toute rigneur les formales pr6c£dentes 7 remarquons 
que toutes les fonctions dont nous avons trouv£ le döveloppement, ä 
Texception toutefois de la derntöre, se pr^sentent sous la forme 

(1.) 8L(») = a™<piA*) + <£n?Vii*) + -" + W 
% m {z) d^signant la fonction alg^brique dornte sous forme de produit, 
VoOO, (pi(z), ... ¥,,{*) des fonctions de & indöpendantes de m. Lorsqu'on 
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fait crottre m ind^finiment, la fonction 5m(*) ten ^ vers une fonction limite 
parfaitement d£termin£e , car les produits qui y figurent sont convergents 
pour m = sc. 

Tant que u est fini, le coefficient o^ } tend vers une limite d&er- 
min£e que nous d^signerons par a (/i) , quand m augmente ind&iniment, et 
la s£rie 

» (0) (po (*) + a (1) <f -, (*)+••• + <M (p u (*) + ••• 

est convergente dans tous les exemples que nous avons consid&^s. Cette 
s^rie d^finit donc une fonction d&ermin£e $(*) et Ton a 

(2.) &(*) = aM<p„ (*) + a (1) yi (») + - • + « ai) y/. (*) + - • 

Soit ,u un nombre fini, soit ©Jj la somme des u premiers termes de la 
suite (1.) et soit 9L la somme des autres termes de la meme suite, on aura 

Soit de mßme © (£i) la somme des t u premiers termes de la suite (2.), 9t la 
somme des autres, il viendra 

par suite 

8f(«)-8LC») = ©«-©irM-W-«.. 

Soient R in et /J ce que deviennent 9t m et 91 lorsqu'on prend positivement 
tous les termes de ces deux fonctions. 

Supposons que les termes de R m soient respectivement moindres que 
ceux de R; comme R m renferme un nombre fini de termes respectivement 
moindres que les termes correspondants de R, on aura 

Rm < R- 

Toutes les s^ries consid^es 6tant convergentes lorsqu'on prend positivement 
tous les termes, on pourra prendre le nombre fini fi assez grand pour que 
R soit plus petit que toute quantitä donn^e, par suite R m ainsi que 91 et 9t m 
pourront 6tre rendus plus petits que toute quantit^ dornige; on aura donc 

9t-9t w <£ 
* &ant aussi petit qu'on le veut; donc 

Or, si laissant t u fixe, on fait croltre m, les termes de ©Jj° diff&reront aussi 
peu qu'on le veut des termes correspondants de <& w ; par suite pour une 
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valeur assez grande de m on aura 

7i £tant aussi petit que Ton veut, par suite 

3f(«)-3fm (»)<«+i?. 
On peut donc trouver une valeur de m assez grande pour que 

soit plus petit que toute quantit£ donn^e, la fonction fj m («) a donc pour 
limite $(*)• 

Remarque. La meme d^monstration s'applique encore si au lieu de 
supposer les termes de R m respectivement moindres que ceux de R, on les 
supposait respectivement moindres que ceux de R multiples par im nombre 

fini k; on aurait ainsi 

Ä m <lÄ 

et si, tant que u reste fini, les coefficients a£° de &»*(*) ont pour limite 

les termes correspondants a (1 ° de $(*)? 3L0 5 ) aura encore pour limite 2f(*)- 

Le principe que nous venons d'&ablir s'applique de point en point 

aux däveloppements des fonctions ©( — -), cos am — — ? Jam — -• Pour 

Tappliquer k sin am , il suffit de faire usage de la remarque pr6c£dente 

et de prendre pour l la quantit£ ttzty' P° ur l'appliquer au d^veloppe- 

1 



ment de 9y , il suffit de prendre pour f$ m (a) la fonction 

F„,(*) &ant la fonction d^finie dans Tarticle V. Qnant aux fonctions deVe- 
loppees dans VI. et VII., il suffit de faire 

&,.(*) = < Pm (*)(l-q' lm+i )...(l-q' m )(l+q 7 '" +i )...(l+q* m ) 

et 

&,(») = tp m iz)i(l-q^Kl-q^)...a-q* m )T- 
<Pm(z) et Vm(*) ^tant les fonctions qui ont servi de point de derart dans 
les articles VI. et VII. — II est aise* de voir que ces fonctions ainsi mo- 
difi^es ont menie limite que les prcmieres. 

Paris, juin 1879. 
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Zur Transformationstheorie der elliptischen 

Functionen. 

Abhandlung 1 2. 

(Vergl. diese« Journal Bd. 87, S. 199 — 216.) 

(Von Herrn L. Kiepert in Hannover.) 



JNachdem ich iu meiner ersten Abhandlung über die Transformation 
der elliptischen Functionen eine Grösse 

, . ,-"S a „(±.)„(^)....(f=L.) 

angegeben habe, welche die Wurzel einer verhältnissmässig leicht auf- 
zustellenden Transformationsgleichung ist, kommt es jetzt noch darauf an, 
alle übrigen Grössen, die bei der Transformation auftreten, als rationale 
Functionen von / darzustellen. 

'Zu diesem Zweck dient eine partielle Differentialgleichung, welche 
man aus der von Jacobi im vierten Bande dieses Journals (S. 185) gegebenen 
erhält, indem man bei ihrer Herleitung nicht die Jaco&tschen Bezeichnungen, 
sondern die von Herrn Weierstrass anwendet. 

Eine ähnliche Uebertragung ist schon vor einem Jahre von Herrn 
Brioschi ausgeführt worden (Lincei, Vol. IL Serie 3 a . 8. März 1878); diese 
kann man aber hier nicht benutzen, weil in ihr eine der drei Grössen 
e M 6o, e 3 bevorzugt wird. Es soll hier vielmehr eine Form ganz neu 
abgeleitet werden, so wie sie für die vorliegende Aufgabe am geeignetsten 
erscheint. Dies hielt ich schon deshalb für rathsam, weil Jacobi von 
der oben erwähnten Differentialgleichung selbst keine Entwicklung ge- 
geben hat*). 

Aus der partiellen Differentialgleichung, die hier aufgestellt werden 
soll, folgt dann, dass alle zur Transformation nothw endigen Grössen lineare 



*) Die allgemeinsten hierher gehörigen Formeln finden sich bei Eisenstein (dieses 
Journal Bd. 35, S. 147—152). Vergl. auch Enneper, Ellipt. Functionen, S. 372—388. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 27 
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n-t . 

-Tri • - n — 1 



Functionen von JH = d f z und den — ^— ersten Ableitungen von r nach der 



2 



absoluten Invariante sind, und dass V selbst einer homogenen linearen 
Differentialgleichung — ~ — ter Ordnung genügt. 



§. 1. Herleitung der partiellen Differentialgleichung. 

Mit Benutzung der bereits früher angegebenen Httlfsformeln (dieses 
Journal, Bd. 76, S. 21-33, Bd. 87, S. 118) seien 



AI 



a **> 9*i 9* <° = — * V* D 



n 



diejenigen Grössen, die bei der Transformation n teu Grades bezüglich aus 

ou, g 2 , #, co, r\, 4 
entstehen, dann ist für w = 2H-l, wie sich leicht zeigen lässt, 

(1.) öu = e^\our h\pu^p{^)\ 
wo 

«. - *0£)+K*)+™+i>( ! r-) 

ist. Setzt mau jetzt noch 

(2.) L = ^VÄ[f*-Knn)], 

so wird 

y 

au = J~"f- 3 e G >* y ou)\L, 

(3.) fw = Jr- = „ F „-2G 1 + xr [(^ r ) ~ L ^^l 

Zur Vereinfachung seien noch folgende Zeichen eingeführt: 

(4) pu = j*q, & = **&, 3 = ^Vs, ^ V f i = r, 

so dass also 

(5.) l = /Y-r W '-'+r 2 ^-'-+...+(-ir- 1 r v _ 1 gr+(-i)T K 



und 



(6.) 



^ = r öl = r[ F (^) +F (^-)+... +F (>^)] f 

i 
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wird. Es ist deshalb nur nöthig, die Grössen J^, r 7 , ... r v als Functionen 
von T darzustellen. Dies erreicht man auf folgendem Wege: 
Es ist für ungerades n: 

a{u + 2nuo) = - e ? »*<«+™) ou 

und ebenso 

V 

daraus folgt 

(7.) 2G.W = h(^-ij). 
Jetzt sei 

( 8 -) * = (£)* ^«~ '"' o«= 2 £(-1)** * 8in(2i+l)(-g-), 
dann findet man ohne Weiteres durch Differentiation 

wo § ein beliebiger Parameter ist, von dem co und w> abhängen. 
Setzt man nun noch 

8JP = - 36^, ^- + 24^^-, 
(10.) ^<?= 2^^—36^,^-, 

so wird (Vergl. Brum, Ueb. d. Perioden d. ellipt. Int erster und zweiter 
Gattung, Dorpat 1875) 

* -IV<?», % = -Pn'-Qco>, 

dl.) jig. = + 0H.jto, ^g- = +<#+*«/, 

Deshalb geht die Gleichung (9.) über in 

Durch Transformation treten &, co = — f ä" und Z) an die Stelle von &* 

(o, h und J, so dass man aus den Gleichungen (8.), (9.) und (12.) findet: 

27 # 
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C8-.) 



V na / \ im / ' v ' 



\ -' 



= (*Y -i-^-^-L, 

^cj / yn 9 

(12-.) 2«^- = i>-^ r + --(P^+(?co)^ r . 

Dies giebt, wenn man aus Gleichung (8".) für & seinen Werth einsetzt 
und Gleichung (12.) berücksichtigt, 

oder weil 

du o) au 7 du ö) ^ * 

wird, 

(13.) 2»f = 2nrJ>P,L + 2«*(p.£- + »Q) + P*i r . 

Will man jetzt statt u die Variable qr einführen, so muss man beachten, dass 

dl _ (dL\ 6L dg 

ist, wo unter \-sf) die partielle Ableitung von L zu verstehen ist, insofern 

die Coefficienten l\ 1\, ... I\ Functionen von £ sind, während q von | 
unabhängig gedacht ist. Ausserdem wird 

du ~ dq q > du* ~ öq q + dq % 9 ' 

(i4.) ||- = («0+p^y+^/w-^,), 

so dass sich Gleichung (13.) in 

verwandelt. Schliesslich findet man aber noch 
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folglich wird die gesuchte Differentialgleichung 

(15.) 12»r,(|£) = 2nrL q +2^[-(2n-3)tf+^y i ] + d 1 ±(± q >- riq -y 3 ). 

Hierbei ist y a = -^7- eine absolute Invariante. 



§. 2. Bestimmung der Grössen T x% jT 8 , ... I\,, g v g v 

Da die Differentialgleichung (15.) für alle Werthe von q gilt, so 
müssen, wenn man nach Potenzen von q entwickelt, die gleichstelligen 
Coefficienten auf beiden Seiten einander gleich sein. So findet man aus 
der Vergleichung der Coefficienten von q y ~~'+ l 

(16.) [l2M2A + l)r, + 72«, 3 ^f 

Für X = 1 wird z. B. 

(17.) l\+2n r3 -^- = 0, 
fiir i. = 2 wird 

(18.) I201\+72ny 3 ^- + v(2v+7)y,r = 0, 

u. s. w. oder auch, wenn man -7- 1 - aus Gleichung (17.) berechnet, 
(18°.) 120/' 2 +K2v+7)^J-8»V^-144»Y^£ = 0. 

Ebenso sind r 3 , 7\, ... T y lineare Functionen von T, -r— , -r-^- , . . . -r-^- , 

woraus beiläufig folgt, dass diese Grössen 1\ I\, r 2 , ... 1\ alle den Jacobi- 
schen Relationen genügen. (Dies folgt übrigens auch daraus, dass L selbst 
für alle Werthe von u die JacoWschen Relationen befriedigt, denn es ist 

nach Gleichung (33.) der ersten Abhandlung L = J l2 f(u).) 

Gleichzeitig ist dadurch die allgemeinste Function gefunden, welche 

den Jaco&tschen Relationen genügt, sie heisst 

ar+a l r l + a 2 I\ + ~- + a y r y , 

wo a, a, , . . . a ¥ noch beliebige Functionen von y 2 und y 3 sind. 

Sodann folgt auch noch aus Gleichung (16.) für \—v+\ die homogene, 

lineare Differentialgleichung (r+l) ter Ordnung, der die Grösse /' genügt. 

Die Invarianten g 2 und g 3 der transformirten Function pu berechnet 
man jetzt auf folgende Weise. Es ist 
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«• 1" 20 " r 28 ^ 

= ?+[i+i.l.*'"(^)]»'+[i+A|^(^)].* + -. 

Da nun 

P" = 6^-ta, p"" = 120^-18^^-12^, 
ist, so wird 

J 2 = _(10v-l)^+120i^(^), 

(19-) { ° =1 o 

^ = -(28K-l)^-42^i F (^)+280i^(^), 

oder wenn man der Kürze wegen setzt 

«. =*>(^)+k^)+-+*>(^)=^-'-., 

(20.) je, -,(■£).»,(£.)+... =^r-r„ 

so wird 

ä = 120(GJ-2G 2 )-(10f-l)^, 

0, = 280((??-3G 1 G J +3G ! ,)-42^(y x -(28»'-l)^. 

Für n = 3, wird natürlich 6 2 = 0, <? 3 = 0, und für n = 5 wird G 3 = 0; man 
erhält also in diesem Falle 

g 3 = 280 (GJ - 3G, G 2 ) -42# <?, - öbg 3 . 

§. 3. Beispiel (n = 5). 
Setzt man 

/' 2 = a 3 , also » = ^V = ^*A 
so wird die Transformationsgleichung für » = 5 

(22.) F(«) = a +10a 3 -12y 2 a + 5 = 0. 
Dies giebt 

F(a) = 6(* 5 +5a'-2y,), F' (»)-£-- 12a = 0, 



(21.) 
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oder 

. V ö -> dy 3 ~ F(s) ' dy, ~ F'(*) * 

Nun folgt aber aus Gleichung (22.) 
und aus Gleichung (17.) 



(24.) 



dy % FQQ ' 

also 

18^/', = (-y,» 5 -» 4 -lly 1 * , -9*+10y;)7' 

Differentiirt man diese Gleichung und berücksichtigt man dabei die Werthe 
von T, , -£- und ^ = -j|j- , so kommt 

(25.) 180y 3 -?— = (7a 5 +65a 2 -100y 2 )^ 
Nach Gleichung (18.) ist aber 

60J- a +180y,-|g-+lly,r = 0, 

folglich ist 

(26.) 12r 2 = (a*+ y,+ 7a- 1 ) 2", 

(24«.) 180, G, = -g t jf*+jf-2g t t -lg t r , + Zr*, 
(26<\) 12G, = Jf+ 9l +7f-\ 

Ferner wird 

30? = ^/*+<7rt-10r 2 
und deshalb 

(27.) ~g 2 - 9l = 20 (Jf*+13f-*) ; 

720,«??-3G 1 G 2 ) = -^^r-5^^+4z/-18^-19^r 2 -37^/-- 4 +30r 6 , 
(28.) 9 9i Q 3 -g 3 ) = U(-gUr-Ug 2 Jf+lSJ-S7glr '-100^/-*+75/'- 6 ). 

Endlich kann man noch aus Gleichung (16.) für il = 3 die homogene 
lineare Differentialgleichung dritter Ordnung ableiten, der r genügt, nämlich 

(29.) 5400^-^ + 900^-^+482^-277^ = 0. 
Diese Differentialgleichung ist von grosser Wichtigkeit. Sie macht es 

I tü'71% 

möglich, r als Function von y 2 zu bestimmen, ohne vorher — und h = e w 
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zu berechnen. Ebenso kann man natürlich «auch eine homogene, lineare 
Differentialgleichung dritter Ordnung für jj = /^ herleiten und findet 

(30.) 5400yJV"+900y5V f +578y a V-Hi? = 0. 

V 

Aus dieser Gleichung lässt sich r) = J u f direct als Function von y 2 = —] 

darstellen, wodurch eine wesentliche Vereinfachung für die Auflösung der 
Gleichungen fünften Grades herbeigeführt wird. (Vergl. dieses Journal, 
Bd. 87 S. 132 und 133.) 

Darmstadt, im Juni 1879. 
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Zur Theorie der Flächen dritter Ordnung. 

(Von Herrn Rudolf Sturm in Münster i. W.) 



Im Folgenden erlaube ich mir einige Nachträge zu meinem Buche 
über die Flächen dritter Ordnung (Leipzig 1867, citirt mit „Flächen dritter 
Ordnung") mitzutheilen. Die einzelnen Abschnitte sind von einander un- 
abhängig. 

L 

1. So wie ich a. a. 0. in No. 7 bewiesen habe, dass es sechzehn 
Gerade auf der cubischen Fläche giebt, welche vier Kegelschnitte der 
Fläche in Ebenen durch dieselbe Gerade und damit alle derartigen Kegel- 
schnitte treffen; ebenso lässt sich beweisen, dass es überhaupt 27 Gerade auf 
der Fläche giebt. Man hat offenbar die Zahl der Geraden zu ermitteln, 
welche vier beliebige ebene Schnitte Cj, C 2 , C 3 , C 4 der Fläche in getrennten 
Punkten treffen. Die drei Punkte, welche C, und C k gemein haben, seien 
S ik . Die Geraden, welche C x und zwei beliebige Geraden g, g" treffen, 
erzeugen eine Fläche sechsten Grades, auf welcher C x einfach ist; dem- 
nach erzeugen die, welche C n C 2 , g treffen, eine Fläche vom Grade 
6.3—3 = 15, auf der C 1? C 2 dreifach sind. Folglich ist wiederum das Er- 
zeugniss der Geraden, welche C M C 2 , C 3 in discreten Punkten begegnen, 
vom Grade 15.3-2.3.3 = 27, denn C 3 begegnet jener Fläche in, so viel 
Punkten, ausser in S, 3 , S 23 . Die drei Curven liegen auf ihr je sechsfach, 
da die Kegel, welche z. B. aus einem Punkte von C x die beiden anderen 
projiciren, ausser den nach den S 23 gehenden Kanten, noch sechs ge- 
meinsame Kanten haben. C 4 trifft diese Fläche ausserhalb C l7 C 2 , C 3 in 
27.3-3.3.6 = 27 Punkten, welche zu den 27 Geraden führen. *) 



*) Diesen Beweis habe ich 1871 in den Math. Ann. Bd. IV. S. 249 Anf. ange- 
deutet. Verwandte Betrachtungen macht Herr Picquet Bull. Soc. math. I, S. 260. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 28 
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2. Schneidet man die Fläche fünfzehnten Grades mit einer der 
27 Geraden, a, selbst, so erhält man, da diese C 1? C 2 trifft, eine Fläche 
neunten Grades, erzeugt durch die Geraden, die sich auf C„ C 2 , a stützen 
C„ C 2 sind auf ihr zweifach, a hingegen fünffach, denn sie ist selbst eine 
gemeinsame Kante der beiden Kegel, welche C,, C 2 aus einem Punkte 
von a projiciren. C 3 trifft diese Fläche ausser in aC^ S n . S lz noch in 
9.3—5—2.3.2 = 10 Punkten, woraus sich ergiebt, dass jede der 27 Geraden 
einer Fläche dritter Ordnung von 10 anderen getroffen wird. 

3. Es sei K ein Knotenpunkt der Fläche; jede Gerade durch ihn, 
welche C,, C 2 in discreten Punkten trifft, gehört der Fläche an; es giebt 
deren sechs. Sie sind Erzeugende der Fläche 27. Grades in No. 1, und K 
ist ein sechsfacher Punkt derselben. Ein durch ihn gelegter ebener Schnitt 
Gi der cubischen Fläche hat K zum Doppelpunkt und mit der Fläche 
27. Grades ausser K und den S 14 , S 24 , S M noch 3.27— 6.2— 3.3.6 = 15 Punkte 
gemein. Dies liefert die 15 Geraden der cubischen Fläche y welche nicht 
durch K gehen. 

IL 

4. Wenn die Fläche dritter Ordnung nach der zweiten S/einerschen 
Erzeugungsweise durch einen Ebenenbüschel und einen ihm projeclwen Flächen- 
büschel zweiter Ordnung entsteht, so ist zu zeigen, dass fünf Ebenen ihre 
entsprechenden Flächen berühren. Der Beweis in No. 6 der „Flächen dritter 
Ordnung" ist zu umständlich und durch folgenden zu ersetzen. Jeder Ebene 
a des Ebenenbüschels entspricht eine Fläche des Flächenbüschels, an die 
von der Axe jenes Büschels zwei Berührungsebenen a! gehen; jede Ebene 
a! des Ebenenbüschels wird von drei Flächen des Fläehenbüschels tangirt, 
denen drei Ebenen a correspondiren. Die fünf Coincidenzebenen dieser 
Correspondenz (2, 3) sind die gesuchten Ebenen. 

5. Bei Grassmanm Erzeugung der Fläche dritter Ordnung durch drei 
collineare Ebenenbündel P\ P\ P z sind die Beweise, dass die Fläche dritter 
Ordnung ist und dass sechsmal drei entsprechende Ebenen in eine Gerade zu- 
sammenlaufen (Fl. dritter Ordn. No. 17) so zu vereinfachen: 

X sei ein beweglicher Punkt einer festen Geraden g; die Ebenen- 
büschel in f* 2 , P 3 , welche jedem Ebenenbüschel P l X correspondiren, erzeugen 
ein Hyperboloid, welches g in zwei Punkten X' trifft. Umgekehrt, von 
jedem Punkte X 1 auf g geht eine Schnittlinie homologer Ebenen in P\ P* 
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aus, die Sehne der durch die heiden collinearen Bündel F 2 , P 3 erzeugten 
cubischen Raumcurve C 73 ; die diesen Ebenen in P l entsprechende Ebene 
markirt auf g den Punkt X. Die drei Coincidenzen der Correspondenz 
(1, 2) der Punkte X> X 1 sind die Schnitte der Geraden g mit der cubischen 
Fläche. 

Es sei £ ferner eine beliebige Ebene von P\ £' diejenige, welche 
P l mit der Schnittlinie der beiden der £ in den Bündeln P 2 , P 3 entsprechen- 
den Ebenen verbindet. Jede Ebene §' von P 1 enthält drei Schnittlinien ent- 
sprechender Ebenen von P 2 , P 3 , nämlich drei Sehnen von C 23 ; diesen Ebenen 
entsprechen also drei Ebenen § des Bündels P\ Beschreibt ferner £ einen Büschel 
in P 1 , so erzeugen die Schnittlinien der entsprechenden Ebenen P 2 , P 3 eine 
Regelschaar, welche aus P 1 durch die Tangentialebenen £' eines Kegels zweiten 
Grades projicirt wird. Folglich giebt es nach dem Salmon-Zeuthemehen 
Correspondenzprincip *) im Ebenenbündel 1 + 3 + 2 = 6 Coincidenzen der 
Ebenen §, £'; sechsmal geht eine Ebene von P 1 durch die Schnittlinie der 
entsprechenden Ebenen von P 2 , P 3 . 

III. 

6. Es sei g eine Gerade der cubischen Fläche F 3 , K seien die Kegel- 
schnitte auf derselben in den Ebenen durch g; als ausgeartete Flächen zweiter 
Glosse mögen sie <P heissen. Wenn ein Punkt von g ist, so erzeugen 
seine Polaren bezüglich der Kegelschnitte K die eine Regelschaar auf der 
ersten Polarfläche von in Bezug auf P 3 . Zwei von ihnen treffen also 
eine beliebige Gerade /,• daraus geht hervor, dass die Gerade g auf dem 
Ort der Polaren der Punkte von / je in Bezug auf den Kegelschnitt K> 
dessen Ebene den Punkt enthält, oder wie man auch sagen kann: dem 
Ort der [reciproken] Polaren der Geraden / in Bezug auf die verschiedenen 
Flächen * doppelt liegt und demnach, da jede Ebene durch g eine solche 
Polare enthält, dieser Ort vom dritten Grade ist. Er enthält offenbar die 
Doppelpunkte der fünf unter den K befindlichen Geradenpaare. 

Verbindet insbesondere / zwei dieser Doppelpunkte, so wird die 
Polare in Bezug auf jedes der beiden zugehörigen Geradenpaare unbestimmt; 
die Fläche dritten Grades zerfällt in die Ebenen der beiden Paare und die- 
jenige Ebene, welche die drei übrigen Doppelpunkte verbindet. Mithin 



*) Salmon-Fiedler, Raumgeom. 2. Aufl. II, S. 556; Zeuthen, Comptes rendus, 1. Juni 
1874; erweitert durch Schubert, Math. Ann. Bd. X, S. 1, §. 15. 

28* 
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bilden die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare unter den Kegelschnitten K 
ein derartiges räumliches Fünfeck, dass in Bezug auf jeden K die Spuren 
der Verbindungslinie zweier Ecken und der Verbindungsebene der drei anderen 
in der Ebene von K Pol und Polare sind, oder, dass das Fünfeck ein Pol- 
fünfeck *) tu Bezug auf jede Fläche 4> ist. 

7. Durch die fünf Doppelpunkte geht ein vierfach unendliches System 
t>on Flächen zweiten Grades und schneidet in jede der Ebenen E durch g 
ein vierfach unendliches System von Kegelschnitten ein, welche alle dem 
Kegelschnitt K in der Ebene harmonisch umgeschrieben sind **), d. h. von 
denen jeder einfach unendlich vielen Polardreiecken des Kegelschnitts K 
umgeschrieben ist. Unter den Flächen des Systems giebt es unendlich 
viele Ebenenpaare, bestehend aus einer Ebene durch drei der fünf Doppel- 
punkte und irgend einer durch die beiden anderen: das Geradenpaar, in 
dem ein solches Ebenenpaar durch die Ebene eines K geschnitten wird, 
ist nach dem oben erhaltenen Satze aus zwei in Bezug auf K conjugirten 
Geraden zusammengesetzt und demnach dem K harmonisch umgeschrieben; 
also sind es auch alle Kegelschnitte des linearen Systems, welches aus dem 
Flächensystem ausgeschnitten wird und von dem fünf dieser Geradenpaare 
als Constituenten angesehen werden können ***). Oder kürzer: Die Flächen 
des Systems vierter Stufe sind sämmtlich allen Flächen * harmonisch um- 
geschrieben oder stützen sie; die Flächen * gehören dann zu dem linearen 
Gewebe ebenfalls vierter Stufe, das von jenem System gestützt wird und 
eindeutig durch dasselbe bestimmt ist; das Fünfeck ist für alle Flächen 
des Gewebes ein Polftinfeck. Wir haben es also hier mit dem speciellen 
Falle zu thun, den Herr Heye in No. 47 seines Aufsatzes über lineare 
Systeme und Gewebe von Flächen zweiten Grades f) erwähnt. Als Con- 
stituenten dieses linearen Gewebes können irgend welche fünf Flächen «£ 
genommen werden. Denn diese Flächen <?> gehören keinem niedrigeren 



*) Reye, dieses Journ. Bd. 77, S. 269. 

**) Nach Herrn H. S. Smith's Ausdrucksweise: Proc. Math. Soc. II, S. 85, oder 
wie Herr Reye sich ausdrückt: welche K stützen: Geom. der Lage I, 2. Aufl. S. 196 
und illr Flächen, dieses Journ. Bd. 82, S. 1. 

***) Man vergl. Herrn Picquets Aufsatz im Bull. Soc. math. IV, S. 128, in welchem 
auf diese Eigenschaft des vierstufigen Flächensystems eine Erzeugung der cubischen 
Fläche gegründet wird, der in No. 6 erhaltene Satz aber auf einem Umwege be- 
wiesen ist. 

f) Dieses Journ. Bd. 82, S. 54. 
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linearen* Gewebe von Flächen zweiten Grades an als einem von vierter 
Stufe; eine Fläche zweiten Grades nämlich, welche einer *, deren Kegel- 
schnitt zu einem Geradenpaar ausgeartet ist, harmonisch umgeschrieben 
ist oder sie stützt, geht durch dessen Doppelpunkt, weil jedes dem Geraden- 
paare zugehörige Polardreieck eine Ecke in demselben hat; also alle Flächen 
zweiten Grades, welche sämmtliche * stützen und mithin auch die fünf 
Geradenpaare unter ihnen, gehen durch deren Doppelpunkte und gehören 
deshalb einem linearen Systeme vierter Stufe an, während, wenn die * in 
einem niedrigeren linearen Gewebe als von vierter Stufe sich befänden, die 
sie sämmtlich stutzenden Flächen einem höheren linearen Systeme als von 
vierter Stufe angehören müssten. 

8. Wenn drei Kegelschnitte üf,, /f 2 , K z gegeben sind, deren Ebenen 
durch dieselbe Gerade g gehen, diese aber von jenen nicht in drei Punkten- 
paaren in Involution getroffen wird, so ist die durch die drei Kegelschnitte 
und die Gerade (d. i. durch 4+3(7—2) = 19 Punkte) gelegte cubische Fläche 
das System der drei Ebenen. Bilden aber die drei Punktenpaare auf g eine 
Involution, so geht durch K x , üf 2 , /f 3 , g ein Büschel von cubischen Flächen; 
denn vier Punkte auf g, je fünf auf Kj, K 2 und vier auf K 3 bestimmen einen 
Büschel, dessen Flächen alle g, Ä\, /f 2 , enthalten; alle müssen die Ebene 
von Ä 3 in einem durch die vier Punkte gehenden Kegelschnitte schneiden, 
der die g in zwei Punkten trifft, die zu den von K x , K 2 herrührenden 
Paaren in Involution sind; was allein durch K z erfüllt wird. Also gehen 
alle Flächen des Büschels auch noch durch diesen Kegelschnitt. Zum 
Büschel gehört das System der drei Ebenen. Demnach osculiren sich alle 
Flächen des Büschels längs g; d. h. nicht nur treffen die von einer Ebene 
durch g aus den verschiedenen Flächen ausgeschnittenen Kegelschnitte 
die g alle in denselben zwei Punkten, sondern berühren sich auch dort; 
denn wenn eine Ebene durch einen dieser beiden Punkte gelegt wird, so 
schneidet sie aus den Flächen sich in dem Punkte dreipunktig berührende 
Curven aus; geht aber die Ebene überdies durch die Tangente eines der 
ausgeschnittenen Kegelschnitte, so berührt diese die aus derselben Fläche 
ausgeschnittene Curve dreipunktig, folglich muss sie das auch bei der andern 
Curve thun. 

Die Curve der Pole der Geraden g in Bezug auf die von den Ebenen 
durch g ausgeschnittenen Kegelschnitte K ist demnach für alle Flächen 
des Büschels dieselbe. 
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9. Gehen wir wieder zu einer Fläche F 3 zurück. Die oben er- 
wähnte Curve der Pole einer Geraden g in Bezug auf die Kegelschnitte K 
in den Ebenen E durch g, der weitere Schnitt der ersten Polarflächen der 
Punkte von g ausser g, trifft g zweimal und markirt in ihrem dritten 
Schnitte mit jeder Ebene E den Pol flir den zugehörigen K. Sie geht er- 
sichtlich durch die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare und ist deshalb 
nach Herrn Heyes Benennung eine Polcurve für die Flächen * und das 
lineare Gewebe vierter Stufe, dem sie angehören (am zuletzt a. 0. No. 18). 

Da sie drei unendlich ferne Punkte hat, so ist g für drei Kegel- 
schnitte K Durchmesser; demnach ist der Ort der Mittelpunkte aller Kegel- 
schnitte K eine Raumcurve vierter Ordnung (zweiter Species), welche der Geraden 
g dreimal begegnet und durch die Doppelpunkte der fünf Geradenpaare geht. 
Der Fläche F 3 begegnet sie in diesen, ferner in den drei Punkten auf g 
und in ihren vier unendlich fernen Punkten, den Mittelpunkten der vier 
Parabeln, welche unter den Kegelschnitten K sich befinden. 

Um die Zahl der gleichseitigen Hyperbeln unter den K zu ermitteln, 
machen wir folgende Betrachtung. Es sei C 3 eine ebene Curve dritter Ord- 
nung, p(=6, 4, 3) ihre Klasse und G ein Punkt auf ihr; ferner C| die 
Polarcurve von C 3 in Bezug auf einen gegebenen Kegelschnitt C 1 in der 
Ebene von C 3 . Ist P ein variabler Punkt von C 3 , so beziehen wir die ihm 
polare Tangente p von C 3 auf den dritten Schnitt von GP mit C 3 und haben 
damit eine eindeutige Beziehung zwischen den Punkten von C 3 und den 
Tangenten von C 3 . Das Erzeugniss der Schnitte je der eigenen Tangente 
eines Punktes von C 3 und der correspondirenden von C 3 ist eine Curve 
von der Ordnung p+3. Stellt man ferner in den Strahlen eines beliebigen 
Büschels eine Correspondenz von der Art her, dass je dem Strahle, der 
nach einem Punkte von C 3 geht, derjenige entspricht, welcher den Schnitt 
der Tangente dieses Punktes mit der correspondirenden von C 3 enthält, so 
hat diese Correspondenz (3, p+3) 6+p Coincidenzen , zu denen aber auch 
die p Tangenten aus an C 3 gehören. Die sechs übrigen beweisen, dass 
sechsmal die Tangente von C 3 mit dem entsprechenden Punkte von C 3 
incident ist*). 

Dies heisst in unserem Falle, dass es auf C 3 sechs Punkte giebt, 



*) Ebenso lässt sich allgemein beweisen, dass, wenn die Punkte einer Curve v ter 
Ordnung und die Tangenten einer Curve Q tter Klasse in derselben Ebene sich eindeutig 
entsprechen, (v+p') mal correspondirende Elemente incident sind. 
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welche von dem dritten Punkte, in dem ihre Verbindungslinie mit G die 
Curve C 3 schneidet, durch C 2 harmonisch getrennt werden, oder, was das- 
selbe ist, dass es durch G drei Strahlen giebt, deren beide weiteren Schnitte 
mit C 3 zu denen mit C 2 harmonisch sind *). 

Lässt man C 3 den unendlich fernen Schnitt von F 3 , G den unendlich 
fernen Punkt der Geraden g auf F 3 und C 1 den unendlich fernen imaginären 
Kugelkreis sein; so ergiebt sich, dass unter den Kegelschnitten K auf F° 
in den Ebenen durch g drei gleichseitige Hyperbeln existiren **). 

Die vier Tangenten aus G an C 3 bestimmen offenbar mit g die vier 
Parabelebenen. 

10. Wir betrachten noch zwei ebene Systeme von Kegelschnitten, 
welche mit dem Systeme der Kegelschnitte K auf F 2 in den Ebenen E durch 
eine Gerade g der Fläche verbunden sind, nämlich das aus ihm durch Pro- 
jection und das durch Umlegung entstehende, tu, v seien, wie üblich, die 
Charakteristiken dieser Systeme, d. h. die Zahlen der Individuen derselben, 
die durch einen Punkt gehen, bez. eine Gerade berühren. Bei dem durch 
Projection entstehenden Systeme leuchtet sofort ein, dass ,u = 3 und v = 4, 
denn, was das Letztere anlangt, so gehen an die Schnittcurve der F° mit 
einer durch das Projectionscentrum gehenden Ebene von dem Punkte, 
wo diese die g trifft, vier Tangenten. Ist also insbesondere parallel pro- 
jicirt worden, so fithrt v = 4 wiederum zu der Zahl der Parabeln. 

Die Zahl der Geradenpaare des Systems ist selbstverständlich fünf, 
der Kegelschnitt von F 3 in der Ebene Og liefert ein Punktenpaar: die 
Punkte ( oder Scheitel ) desselben werden auf g durch die Tangenten aus 
an den Kegelschnitt markirt. Weil von den drei Punkten, in denen ein 
Projectionsstrahl in der Ebene Og die F 3 trifft, zwei auf diesen Kegelschnitt 
kommen, während in einer Ebene durch 0, welche den Doppelpunkt eines 
der fünf Geradenpaare der Fläche enthält, von den vier Tangenten an die 
Schnittcurve aus der Spur von g nur eine durch den Doppelpunkt geht; 



*) Die Beispiele d.) und /*.), welche Herr Brill am Schlüsse seines Aufsatzes 
über die Correspondenzformel (Math. Ann. Bd. VII, S. 607) als ihm von mir mitge- 
theilt bezeichnet, sind bei Gelegenheit der schon vor längerer Zeit gemachten obigen 



Untersuchung entstanden. 



**) Man vergl. meinen Aufsatz in den Math. Ann. Bd. IV, S. 249, No. 12, wo 
dieser und der vorige Satz für eine Fläche n"* r Ordnung mit einer (w — 2)-fachen 
Geraden, der jetzige Satz ohne Beweis, mitgetheilt ist, sowie auch Herrn Picqueta Be- 
weis Bull. Soc. raath. IV S. 153. 
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so zählt in den bekannten Formeln zwischen Charakteristiken und Aus- 
artungen das Punktenpaar unseres Systems doppelt, jedes der fünf Geraden- 
paare aber nur einfach*). 

11. Bei dem anderen Systeme, welches aus den /f durch Umlegung 
entsteht, muss diese Umlegung der verschiedenen Ebenen E durch g in 
eine, -E , von ihnen derartig geschehen, dass jede von ihnen in zweifacher 
Weise, durch Drehung um den spitzen und durch Drehung um den stumpfen 
Flächenwinkel, umgelegt wird. Geschähe dies nämlich nicht, so würde die 
Continuität unterbrochen; man würde den Kreis und den Rotationskegel, 
von denen gleich die Rede sein wird, nicht vollständig erhalten und des- 
halb ttber die Zahl der gemeinsamen Elemente derselben mit anderen Ge- 
bilden nichts schliessen können. 

Es sei P ein Punkt von E {) und F der zu ihm in Bezug auf g 
symmetrische, der Kreis über PF als Durchmesser in der zu E ö normalen 
Ebene N hat mit der Curve NF 3 sechs Punkte gemein. Diese kommen 
durch die eine oder durch die andere Umlegung nach P (und durch die 
jedesmalige zweite nach P'); demnach gehen sechs Curven unseres ebenen 
Systems durch P, fi = 6. Wie viele von ihnen durch die Umlegung um 
den spitzen, wie viele durch die um den stumpfen Winkel nach P kommen, 
wird von der Gestalt der Curve NF 3 abhängen und bei verschiedenen 
Punkten P verschieden sein, die beiden symmetrischen Hälften der Um- 
legungsfigur entsprechen nicht den beiden Umlegungen. 

Die Punkte P von g selbst verdienen noch besondere Betrachtung, 
durch jeden von ihnen geht vor der Umlegung ein Kegelschnitt, also nach 
der Umlegung zwei. Die vier restirenden Punkte kommen so zu Stande: 
der Kreis über PF ist in diesem Falle ein Nullkreis geworden oder zu 
dem Geradenpaar aus P nach den unendlich fernen Kreispunkten der 
Ebene N degenerirt; dessen vier weitere Schnitte mit der Curve NF* müssen 
als durch die Umlegung — bei welcher das imaginäre Geradenpaar selbst 
fest bleibt — mit P zusammenfallend angesehen werden. 

Wenn / eine Gerade in E ist, so hat der durch die Rotation von / 
um g entstehende Rotationskegel mit dem von gl an F 3 gelegten Tan- 



*) Allgemeineres über derartige Curvensysteme, welche durch Projection der 
von den Ebenen eines Büschels aus einer Fläche ausgeschnittenen Curven entstehen, 
findet man in Herrn Zeuthem Arbeit: Almindelige Egenskaber ved Systeiner af plane 
Curver ^Schriften der Kopenhagener Ges. der Wiss. 5. Reihe, 10. Baud IV) No. 40. 
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gentialkegel acht Kanten gemein: dies sind die Tangenten an Kegelschnitte 
K, welche sich bei der einen oder der anderen Umlegung mit / vereinigen; 
also ist v = 8. Hieraus schliessen wir nochmals, dass es unter den Kegel- 
schnitten K 4.8 = 4 Parabeln giebt. Ferner führt die Correspondenz (6, 6), 
welche durch das jetzige System auf der unendlich fernen Geraden von E {) 
entsteht, zu dem Resultate, dass es zwölf Punkte auf derselben giebt, die 
je von einem ihrer entsprechenden durch die unendlich fernen Kreispunkte 
harmonisch getrennt werden, oder dass sechsmal je zwei entsprechende 
Punkte dieser Correspondenz zu diesen Kreispunkten harmonisch liegen, also, 
dass es unter den Kegelschnitten K £.6 = 3 gleichseitige Hyperbeln giebt 

IV. 

12. Die rein geometrische Theorie der Polaren der ebenen Curven 
dritter Ordnung, welche Herr Milinowski *) gegeben hat, hat einen Wunsch, 
den ich in der Vorrede meines Buches über die Flächen dritter Ordnung 
ausgesprochen, realisirt, und ich erlaube mir im Folgenden die Milinowskische 
Betrachtungsweise auf die Flächen dritter Ordnung zu übertragen. Ich 
glaube, dass es doch nicht ohne Interesse sein dürfte, diese Betrachtungs- 
weise an den genannten Flächen wirklich ausgeführt zu besitzen. Wenn 
ich also auch die Hauptgedanken Herrn Milinowski entlehne, auf dessen 
Arbeit ich gleichzeitig hiermit die Aufmerksamkeit zu lenken wünsche; 
so wird, hoffe ich, eine Vergleichung derselben mit der vorliegenden zeigen, 
dass diese doch nicht eine blosse Uebertragung ist; insbesondere möchte 
ich den Beweis in No. 15, sowie die Betrachtungen in No. 21—25 hervorheben. 

Die für unseren Zweck geeignetste Erzeugungsweise der cubischen 
Fläche ist die durch ein Netz von Flächen zweiten Grades, welche alle durch 
dieselbe cubische Raumcurve gehen, und einen zu ihm reciproken Strahlen- 
bündel. Ich habe in No. 110 der „Flächen dritter Ordnung" gezeigt, dass 
diese Erzeugungsweise eine Umgestaltung der Grassmann&chen ist und selbst 
noch dahin verallgemeinert werden kann, dass ein beliebiges Netz von 
Flächen zweiten Grades als das eine erzeugende Gebilde angenommen 
wird; doch ist diese Verallgemeinerung für die Polarentheorie weniger 
geeignet. 



*) Zeitschr. für Math, und Phys. Bd XXI, S. 436; im Bd. XXIII, S. 239 derselben 
Zeitschr. findet sich nun auch die der Curven vierter Ordnung. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIU. Heft 3. 29 
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Jede beliebige cubische Raumcurne W auf der cubischen Fläche kann 
als Grundcurte des erzeugenden Netzes, jeder beliebige Punkt P der Fläche 
— der nicht auf W liegt — als Scheitel des erzeugenden Bündels gewählt 
werden. 

In der That, jeder Strahl durch P schneidet F 3 in zwei weiteren 
Punkten, durch welche eine und nur eine Fläche des Netzes geht Jede 
Fläche des Netzes schneidet F 3 noch in einer zweiten cubischen Rauracurve 
(Flächen dritter Ordnung No. 58) , zu der von P ein sie zweimal treffender 
Strahl kommt. Beschreibt der Strahl in P einen Büschel — dessen Ebene 
aus F 3 die von Ä 3 in A, B, C getroffene Curve C 3 ausschneide — , so be- 
gegnen die Kegelschnitte durch A, B, C und je die beiden ferneren Schnitte 
des Strahls mit C 3 dieser Curve alle noch in demselben Punkte D; so dass 
die den Strahlen des Büschels entsprechenden Flächen im Netze alle ausser 
Ä 3 deren aus D kommende Sehne enthalten, also einen Büschel bilden. 
Umgekehrt, geht man von einem Büschel des Netzes aus, so construire 
man die zweien Flächen desselben entsprechenden Strahlen; diese bestimmen 
im Bündel einen Büschel, und der ihm nach dem Vorhergehenden im Netze 
entsprechende Büschel hat mit dem gegebenen zwei Flächen gemein. 

Es ist demnach in der That eine die Fläche F 3 erzeugende reciproke 
Beziehung zwischen Netz und Bündel hergestellt. 

Die Berührungsebene der Fläche F 3 im Scheitel P enthält den 
Strahlbüschel, welcher dem durch P gehenden Büschel des Netzes entspricht. 

13. Die Polarebenen des Punktes P für alle Flächen des Netzes bilden 
einen dem Netze collinearen, dem Strahlenbündel also reciproken Ebenenbündel, 
und durch beide Bündel wird eine Fläche zweiten Grades P 2 erzeugt. Jeder 
Strahl durch P trifft die Polarebene von P in Bezug auf die ihm ent- 
sprechende Fläche des Netzes, also die ihm entsprechende Ebene des 
Ebenenbündels einerseits auf P 2 , andererseits im vierten harmonischen Punkte 
zu P in Bezug auf die beiden Schnitte des Strahls mit seiner entsprechenden 
Fläche im Netze, oder, was dasselbe, in Bezug auf seine beiden weiteren 
Schnitte mit F 3 . Durch diese harmonische Eigenschaft der Punkte der 
Fläche P 2 ist ihre Eindeutigkeit, d. h. ihre Unabhängigkeit von der Curve 
ß 3 nachgewiesen; sodann erhellt hieraus, dass die auf diese Weise geo- 
metrisch erzeugte Fläche F* dieselbe ist, wie die mit Hülfe der bekannten 
metrischen Relationen deßnirte erste oder quadratische Polarßäche des Punktes 
P für F 3 . 
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Die Polarebenen von P für die Flächen des durch P gehenden 
Büschels aus dem Netze sind Berührungsebenen dieser Flächen und gehen 
alle durch die Sehne aus P an ß 3 . Auf derselben liegt auch der dem 
Punkte P in Bezug auf ß 3 conjugirte Punkt, der Scheitel des Polarebenen- 
bündeis. Demnach entspricht der Strahlbüschel in der Berührungsebene 
von P an F 3 in der reciproken Beziehung der Bündel dem Ebenenbüschel 
um die Verbindungslinie der Scheitel, also ist seine Ebene gleichfalls die 
Berührungsebene von* P' in P. 

Die Fläche F 3 wird in jedem ihrer Punkte von der ersten Polarfläche 
P 1 desselben berührt. 

Die erste Polarfläche von P enthält offenbar die dem Punkte P in 
Bezug auf alle cubischen Raumcurven der F 3 harmonisch conjugirten Punkte. 

14. Es habe F 3 einen Knotenpunkt; in diesen wollen wir P legen, 
so fällt von jedem Strahle durch P ein weiterer Schnitt mit P zusammen. 
An eine nicht durch den Knotenpunkt gehende cubische Raumcurve ß 3 
der Fläche F 3 kommt von P eine Sehne g 7 , welche also ganz auf F 3 liegt. 
Es lässt sich leicht einsehen, dass von den fünf übrigen Geraden der Fläche 
F 3 , die durch P gehen, vier einmal von ß 3 , eine gar nicht getroffen; von 
den fünfzehn anderen werden in Folge dessen je vier gar nicht oder zwei- 
mal, 6+1 = 7 einmal getroffen (so dass, da die Geraden durch P binär 
sind, das in No. 58 der Fl. dritter Ordn. beschriebene Arrangement statt 
hat). Die Flächen des Netzes, welche je durch die beiden weiteren Schnitte 

* ^ 

eines Strahles durch P mit F 3 gelegt sind, gehen demnach alle durch P 
und beschränken sich auf die Flächen eines einzigen Büschels des Netzes, 
dessen Grundcurve aus ß 3 und der Sehne g t aus P besteht; jede dieser 
Flächen schneidet aus F 3 noch einen (durch P gehenden) Kegelschnitt, der 
also ß 3 schon dreimal trifft; so dass alle diese Kegelschnitte die Gerade 
g {} der Fläche durch P zur Ergänzung haben, welche ß 3 nicht begegnet, 
und jeder Fläche dieses Büschels alle Strahlen des Bündels in der Ebene 
des ausgeschnittenen Kegelschnittes entsprechen, die Erzeugung demnach in 
die zweite Steinersehe übergegangen ist. Die Polarebenen von P werden 
Bertthrungsebenen und gehen alle durch g; die Erzeugung der Polarfläche 
P 1 ist ebenfalls in die durch zwei projective Ebenenbüschel um g 2 und g t) 
übergegangen, und da die Axen sich in P schneiden, so ist das Erzeugniss 
ein Kegel zweiten Grades mit dem Scheitel P. Man kann auch leicht er- 
sehen, dass jede Kante dieses Kegels mit F 3 drei in P vereinigte Punkte 

29* 
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gemein hat, weil die ihr (und allen Strahlen des Büschels der Ebene durch 
g th der sie angehört) entsprechende Ebene im Büschel g 2 die ebenfalls ent- 
sprechende Fläche im Büschel (ß 3 , g 2 ) tangirt, so dass der Kegel, der sich 
als erste Polar fläche des Knotenpunktes ergeben hat, der Anschmiegungskegel 
desselben ist. 

15. Es seien A, B zwei beliebige Punkte der (allgemeinen) cubischen 
Fläche, A 7 , B 2 ihre (ersten) Polarflächen, C der dritte Schnitt der Ver- 
bindungslinie l mit F 3 , 21 , 33 deren zweite Schnitte "mit A 2 , B\ Ferner 
seien B { , C, , 21, die entsprechenden Schnitte eines dem / unendlich nahen 
Strahles durch A. Weil -421 BC und ^2l,i?,C, harmonisch sind, so laufen 
BB t , CC X , 2l2lj, welche bez. in den Berührungsebenen von F 3 in B, C und 
von A 2 in 21 liegen, in einen Punkt 21' zusammen; und da dies in jeder 
Ebene durch / gilt, so gehen die genannten drei Tangentialebenen durch 
dieselbe Gerade a'; und ebenso gehen die Tangentialebenen von F 3 in A, 
C und von B 2 in 33 durch dieselbe Gerade 6'; beide Geraden a, b' liegen 
demnach in der Berührungsebene von F 3 in C. Die Ebenen, welche F 3 in 
A, B berühren, tangiren dort auch A 2 , bez. B 2 (No. 13); sei s ihre Schnitt- 
linie, sei weiter a" der Schnitt der Ebene, welche F 3 und A 2 in A tan- 
girt, mit der, welche A 2 in 21 tangirt, also die reciproke Polare von / nach 
A 2 , und b" die reciproke Polare von / nach B 2 . Durch diese Geraden ent- 
steht in der Ebene, welche F 3 in A berührt, um die Spur von a ein har- 
monischer Büschel, welcher aus s, b ', a" und dem Strahle nach A besteht 
und in dem die beiden ersten und die beiden letzten Strahlen zugeordnet 
sind; die Strahlen desselben sind nämlich die Spuren der Ebenen, welche 
a' mit den vier Punkten B, C, 21, A verbinden. Ebenso haben wir in der 
in B tangirenden Ebene um die Spur von b' vier harmonische Strahlen: 
s, a', b" und den nach B gehenden. Die Spuren von a' in der ersteren 
und von 6' in der zweiten Ebene sind aber identisch, nämlich beide sind 
der Schnitt von s mit der Berührungsebene von C; also sind beide har- 
monischen Büschel concentrisch und perspectiv: die drei Ebenen a'b\ a"b" 
und diejenige, welche die nach A, B gehenden Strahlen verbindet und 
deshalb die ganze Gerade ABC enthält, gehen durch dieselbe Gerade. Da " 
nun die erste und die dritte Ebene durch C gehen, so thut es auch die 
zweite: d. h. die Ebene Ca" ist mit Cb" identisch. Weil aber C zu B in 
Bezug auf AWL harmonisch und a" die reciproke Polare von / in Bezug 
auf A 2 ist, so ist Ca' 1 die Polarebene von B nach A 2 und ebenso Cb" die 
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von A nach B 2 . Demnach hat B dieselbe Polarebene in Bezug auf A 2 9 wie 
A in Bezug auf B 1 *). 

16. Es sei nun C 2 auch die Polar fläche von C. Ist dann S ein Punkt 
der Schnittcurve (Ä 2 , B 1 ), so liegen die sechs weiteren Schnitte der Geraden 
S(A, B, C) mit F 3 (oder mit der von Sl ausgeschnittenen Curve) auf einem 
Kegelschnitte SP; S als Punkt von A\ B 2 ist harmonisch zu A 9 B bezüg- 
lich der beiden weiteren Schnitte von SA, SB; also ist / = AB die Polare 
von S bezüglich S 2 , mithin S auch harmonisch zu C bezüglich der beiden 
weiteren Schnitte von SC; d. h. S liegt auch auf C 2 . Daraus geht hervor, 
dass A 2 j ZT, C 2 demselben Büschel angehören. 

17. Um nun auch zu der Polar fläche eines nicht der Fläche F 3 un- 
gehörigen Punktes P zu gelangen, folge ich in No. 17, wie auch schon in 
No. 16, ganz Herrn Milinowski» Gedankengang. Ich thue dies der Voll- 
ständigkeit halber, obgleich fast gar keine Modificationen erforderlich sind. 

• 

Durch das Entsprechen der drei Punkte A, B 9 C, in denen F z 
eon einer Geraden l geschnitten wird, und ihrer drei Polarflächen A 2 , B 2 , C 2 
ist zwischen der Punktreihe auf l und dem durch A\ B\ C 2 bestimmten 
Flächenbüschel eine projectiee Beziehung festgesetzt. Es sei P 2 die einem 
beliebigen weiteren Punkte P ton l in dieser Beziehung entsprechende Fläche 
des Büschels; die Polarebenen von A nach A*, E 2 , C 7 , P 2 seien <*, ß, y, n, 
also ist aßynj ÄB(?P 2 ~/\ABCP; ferner seien «, ß\ y\ n* die Polar- 
ebenen von A, B, C, P nach A 2 , folglich ist aß'y'ri ~J\ABCP; mithin 
aßyn~j\(tß' y V. Nun ist aber nach No. 15 ß, y bez. identisch mit ß\ y\ 
also auch n mit n'; d. h. die Polarebene von A nach P 2 mit der von P 
nach A 2 . 

R sei ein weiterer Punkt von l, R 2 die ihm in der obigen projectiven 
Beziehung correspondirende Fläche, seien ferner die Polarebenen von P 
nach A 2 , B 1 , C 2 , R 2 bez. a n ß x , y ly (? { und die von A, B, C, R nach P 2 
bez. aj, /i'„ y\, pi, so ergiebt sich wiederum <*ißiyiQi~/\ «1/^iyipi, und weil 



*) Hinsichtlich des analogen ebenen Satzes, 'der bei Herrn Milinowski nicht ganz 
richtig bewiesen war, sehe man eine Notiz desselben (Zeitschr. f. Math. XXIII, S. 344) 
über einen ihm von mir mitgetheilten Beweis. — Von der Definition der ebenen Curve 
dritter Ordnung als Tripelcurve eines Kegelschnittnetzes ausgehend, hat, vor Herrn 
Milinowski, Herr Schröter { Steiner&che Vorlesungen Bd. II, 2. Aufl. S. 508 und 509) 
die rein geometrische Definition des Polarkegelschnitts eines Punktes der Curve 
gegeben und die Identität der Polare von B nach dem Polarkegelschnitt von A mit 
der von A nach dem Polarkegelschnitt von B für A und B als Punkte der Curve 
nachgewiesen. 
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nach dem eben Bewiesenen a x , ß u y x bez. mit ai, ß[, y\ identisch sind, so 
ist auch p! mit pi identisch, d. h. die Polarebene von P nach ß 2 mit der 
von R nach F 1 . 

X sei nun ein beliebiger Punkt von F 3 , a, ß 9 y y n seien seine 
Polarebenen nach A\ B 2 , C 2 , P 2 , also a, ß, y auch die von A, B, C nach 
X\ die von P nach Jf 2 sei n'] so folgt aus aßyn~]\ aßyri, dass auch ti 
und n identisch sind, also die Polarebene von X nach P 2 mit der von P 
nach X 2 . X 2 aber als Polarfläche eines Punktes von F 3 ist schon völlig 
bestimmt, also auch die Polarebene von P nach X 2 . Ergäbe sich nun bei 
einer anderen Geraden durch P eine andere Fläche PJ, dem P in der pro- 
jectiven Beziehung correspondirend , so würde nach dem Vorhergehenden 
jeder Punkt X von F 3 in Bezug auf beide dieselbe Polarebene haben, 
nämlich die von P nach A" 2 ; wenn aber drei Punkte einer Geraden in 
Bezug auf zwei Flächen zweiten Grades dieselben Polarebenen haben, so 
gilt dies wegen der projectiven Beziehung zwischen Polen und Polar- 
ebenen für alle Punkte der Geraden. Demnach hätten alle Punkte des 
Raumes *) in Bezug auf P 2 und PI je dieselbe Polarebene, d. h. P\ ist die- 
selbe Fläche wie P 2 . 

Die dem Punkte P zugeordnete Fläche P 2 ist also unabhängig von 
dem durch ihn gezogenen Strahle l und ist ihm eindeutig zugeordnet: sie 
heisst also seine erste Polar fläche in Bezug auf F*. 

Zugleich ist im Vorhergehenden für zwei beliebig im Räume gelegene 
Punkte X, Y die Identität der Polar ebene von Y nach X 2 mit der von X 
nach Y 2 und damit der Begriff" der gemischten Polarebene der Punkte X, Y 
bezüglich der Fläche F 3 gewonnen. 

18. Gehen wir nochmals zu einer Geraden /, ihren Schnitten A, 
B, C mit F 3 , deren ersten Polarflächen A 2 , B 2 , C 2 und der projectiven Be- 
ziehung der Punktreihe A, B, C, ... und des Büschels A 2 , ß 2 , C 2 , ... 
zurück. Auch die Involution, welche der letztere auf / erzeugt, ist pro- 
jectiv zu A, B, C, . . . Wenn 5S, 95, £ die drei Punkte sind, die A, B 9 C 
je von den beiden anderen trennen (also die cubische Co Variante von A, B, C 
bilden), so gehören .421, Z?$B, CS zu der Involution und entsprechen A, B, C. 
Das dem Punkt P entsprechende Paar der Involution liefert die harmoni- 
schen Mittelpunkte zweiten Grades von P in Bezug auf A, B, C. 



*) Herr Milinowski begnügt sich in seiner Betrachtung mit den Punkten X der 
Curve dritter Ordnung. 
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Die Schnitte einer durch den Pol P gehenden Geraden mit der ersten 

Polarfläche P 2 von P hängen demnach nur von den Schnitten der / mit F 3 

ab; wenn also zwei cubische Flächen eine Gerade / in denselben drei 

.Punkten treffen, so treffen auch 9ie beiden Polarflächen eines Punktes 

dieser Geraden in Bezug auf sie die / in denselben zwei Punkten. 

19. Sei E eine beliebige Ebene, seien A, B, C drei (nicht in ge- 
rader Linie befindliche) Punkte ihrer Schnittcurve C 3 mit F 3 , A 2 1 B 2 , C* 
deren erste Polarflächen und P einer der acht gemeinsamen Punkte der- 
selben. Der Kegel, welcher C 3 aus P projicirt, schneidet F 3 noch in 
einer Curve sechster Ordnung $ 6 , durch welche eine Fläche zweiten Grades 
9ß 7 geht (Flächen dritter Ordnung, No. 62). Man erkennt wieder leicht, 
dass P und E Pol und Polarebene in Bezug auf ^ß 2 sind, und daraus, dass 
P auch von den übrigen Punkten der C 3 durch die Schnitte der Verbin- 
dungslinie mit ty* oder, was dasselbe ist, durch deren weitere Schnitte mit 
F 3 harmonisch getrennt ist und demnach den ersten Polarflächen aller 
Punkte von C 3 angehört, und, weil die Polarflächen der übrigen Punkte von E 
mit denen der Punkte von C 3 in Büscheln sich befinden, auch auf diesen Polar- 
flächen liegt. Daraus geht hervor, dass die Polarflächen aller Punkte von 
E ein Netz bilden: die acht Grundpunkte desselben heissen die Pole der Ebene 
E, diese ihre gemeinsame Polar ebene in Bezug auf F\ Dass alle Polar- 
flächen überhaupt ein Gebüsche (lineares System dritter Stufe) bilden, 
folgt hieraus. 

20. Wenn Q auf der ersten Polar fläche von P liegt, so liegt auch 
P in der Polarebene von Q; denn unter den Polarflächen der Punkte zweier 
beliebigen Geraden g, g giebt es je eine, welche durch Q geht, also ist 
Q Pol der Ebene, welche P mit den betreffenden Punkten von g, g' 
verbindet. 

Wenn R ein beliebiger Punkt der Polarebene des Punktes P nach 
seiner eigenen Polarfläche P 2 ist, so liegt P in der Polarebene von R nach 
P\ also auch in der damit identischen Polarebene von P nach ß 2 ; d. h. P 
liegt auf ß", folglich R auf der Polarebene von P in Bezug auf F\ Also 
jeder Punkt, welcher in der Polarebene von P nach seiner eigenen ersten 
Polarfläche liegt, befindet sich auch auf der Polarebene von P nach F 3 *). 
Mithin sind beide Ebenen identisch ; die neu gewonnene Definition der Polar- 



*) Ohne wesentliche Modification Dach Milinowski. 
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• 

ebene eines Punktes P bezüglich F 3 , nämlich als Polarebene von P nach 
seiner eigenen ersten Polar fläche (deshalb reine Polarebene von P nach F 3 ), 
ist die geeignetere, wenn P gegeben ist, und zeigt zugleich, dass es für 
jeden Punkt nur eine freinej Polar ebene giebt 9 sowie dass die eines Punktes 
von F 3 die Berührungsebene ist. 

Sie zeigt femer die Construction des harmonischen Mittelpunktes 
ersten Grades von P in Bezug auf ABC als vierten harmonischen Punktes 
von P bezüglich der beiden harmonischen Mittelpunkte zweiten Grades, und 
dass der Satz am Ende von No. 18 auch für die Polarebenen gilt; endlich, 
dass die Polarebene eines Knotenpunktes der Fläche F 3 in Bezug auf sie 
unbestimmt ist (No. 14). 

21. Wie aber ein Punkt P eindeutig seine Polarebene P l bezüglich 
F 3 bestimmt, so ist nun auch der Kegel, welcher deren Schnitt C 3 aus P 
projicirt, sodann dessen fernere Schnittcurve s ß 6 und die durch sie gehende 
Fläche zweiten Grades ty 2 eindeutig durch P bestimmt: wir könnten diese die 
Nebenpolar fläche von P nennen. Aus No. 19 geht hervor, dass P und P l 
auch in Bezug auf ^ß 2 Pol und Polarebene sind. Also haben F 2 und ^ß", 
die Haupt- und die % Nebenpolar fläche von P, beide den Pol P und seine 
Polarebene in Bezug auf F 3 zu Pol und Polarebene. 

22. Herr Rege bespricht in seiner Geometrie der Lage Abth. II 1. Aufl. 
S. 184, 2. Aufl. S. 202 die Fläche dritter Ordnung F 3 der Punkte, welche auf den 
Strahlen durch P diesen Punkt von je zweien der Schnitte mit F 3 harmonisch 
trennen, und zeigt, dass sie durch die Berührungscurve des von P an F J 
gelegten Tangentialkegels geht und von diesem Kegel ebenfalls berührt 
wird. Aus No. 19 folgt, dass der Schnitt der Polar ebene P l von P mit F 3 
auf dieser Fläche liegt. 

Liegt P auf F 3 selbst, so zerfällt F 3 in die Polar- oder Berührungs- 
ebene F 1 von F und die Polarfläche F\ 

23. Es ist für unsere Entstehungsweise der Polaren noch nachzuweisen, 
dass die Schnittcurve F 6 von F* mit F 3 die Berührungscurve des Tangentialkegels 
aus P ist. Ist Q ein Punkt der Schnittcurve und damit auf F 2 gelegen, so 
muss seine Polarebene, d. i. weil er auf F 3 liegt, seine Berührungsebene 
durch F gehen ; also gehen die Berührungsebenen sämmtlicher Punkte von 
F 6 durch F. Umgekehrt, wenn Q der Berührungspunkt einer durch F 
gehenden Berührungsebene ist, diese also seine Polarebene, so muss auch 
Q auf F 2 liegen. 
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Also geht P 3 durch den Schnitt der Polarfläche und der Polarebene 

von P mit F*. 

24 Es sei W einer der sechs gemeinsamen Punkte der Flächen F 3 , 
/* P 1 ; weil W auf F 3 und P 2 liegt, so tangirt PW die F 3 in W, und, weil 
er auf P 2 und P l sich befindet, auch P 2 in W. Nun ist aber W als Punkt 
der Schnittcurve der P 1 mit F 3 harmonisch zu den beiden anderen Schnitten 
von P W mit F 3 ; von diesen hat sich einer mit W vereinigt, also auch der 
andere; PW osculirt F 3 in W. 

Die eben erwähnten beiden anderen Schnitte gehören aber der Neben- 
polarfläche ?ß 2 von P an; also tangirt PW auch diese in W. 

Mithin haben die beiden Flächen P 2 und $ß 2 — für welche schon 
P und P 1 gemeinsam Pol und Polarebene sind — sechs Tangenten aus 
P gemein, also sind ihre Tangentialkegel aus P identisch. Die Haupt- und 
die Nebenpolarßäche P 2 und ty 2 von P in Bezug auf F 3 tangiren sich längs 
eines in der Polarebene P 1 von P gelegenen Kegelschnitts. 

Aber auch die „harmonische" Fläche P 3 wird in jedem W von PW 
dreipunktig berührt; demnach ist P l auch Polarebene von P in Bezug auf 
P 3 . Die beiden Curven sechster Ordnung, in denen F 3 und P 3 von ihrem 
gemeinsamen Tangentialkegel aus P berührt werden, gehen beide durch 
die sechs Punkte W und tangiren dort die sechs Cuspidalkanten dieses 
Kegels. 

Es osculiren die sechs Geraden PW die Flächen F 3 und P 3 und 
mithin alle Flächen des durch diese constituirten Büschels in den W. Die- 
jenige also, welche durch P geht, enthält die Geraden ganz und deshalb ist 
P für sie ein Knotenpunkt und die PW sind die sechs durch ihn gehenden 
binären Geraden. Dies stimmt auch damit überein, dass P für F 3 und P 3 
und für alle Flächen des Büschels dieselbe Polarebene P 1 hat, abgesehen 
von der eben erwähnten Fläche, für welche die Polarebene von P unbe- 
stimmt ist. 

25; Der Tangentialkegel aus P an F 3 schneidet F 3 noch in einer 
weiteren Curve sechster Ordnung PJ, welche ebenfalls durch die sechs Punkte 
W geht und dort die sechs Cuspidalkanten des Kegels tangirt, wie jede 
durch eine solche Kante gelegte Ebene beweist*). Die übrigen Kanten 



*) Dieses Journal Bd. 72, S. 359. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIIL Heft 3. 30 
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des Kegels trifft sie, ebenso wie F 6 , einmal. Der Rang dieser Cnrve P\ 
ist, wie der von F 6 , in Folge dessen achtzehn; bei einer durch F gehenden 
Geraden g ersieht man auch direct, dass sie von sechs Tangenten der F? 
in F getroffen wird, ausserdem noch von zwölf anderen, die in den durch 
g gehenden Berlihrungsebenen des Kegels und der Fläche F 3 sich befinden. 
Daraus lässt sich vermuthen, dass P\ auf einer Fläche zweiten Grades 
liegt; die folgende Betrachtung wird dies bestätigen. 

Jede der 27 Geraden der F 3 trifft F 6 in zwei Punkten, berührt in 
denselben den Tangentialkegel und begegnet ihm demnach noch zweimal 
auf F?. Sei ferner p eine Gerade einer der beiden Schaaren auf F 2 ; die- 
selbe trifft F 6 in drei Punkten und die Kanten des Kegels nach denselben 
schneiden F 3 noch in drei Punkten von FJ. Diese müssen als Tangential- 
punkte jener nach einem bekannten Satze der ebenen Curven dritter Ord- 
nung gleichfalls auf einer Geraden p j liegen. Durchläuft p ihre Schaar, 
so erzeugt p x eine Fläche, und jede Erzeugende trifft F? dreimal. Durch 
jeden Punkt von F G geht nur eine p, also auch durch jeden Punkt von P\ 
nur eine p x , demnach ist F? einfacher Schnitt von F 3 mit der Fläche der p v 
Ein weiterer Schnitt ist nicht möglich, denn durch jeden Punkt desselben 
ginge eine der F 3 viermal begegnende, also auf ihr befindliche Gerade /*,; 
aber die Geraden von F 3 treffen F? nur zweimal. Folglich erzeugen die 
Geraden p x eine Fläche zweiten Grades FJ, die durch F? geht: die Satellit- 
fläche von F. 

Die andere Schaar von F 2 führt zur anderen Schaar von P\. Der 
Tangentialkegel aus F an F 2 ist demnach zugleich der P\ umgeschrieben. 
Beide Flächen sind in Bezug auf die Realität ihrer Geraden von gleicher 
Art. Den beiden Geraden von F 2 , die sich in einem der sechs Punkte 
W schneiden, entsprechen solche auf F], welche dies ebenfalls thun. 
Die zugehörige Ebene — eine die F 2 auf F 1 , der Polarebene von F 
nach F 2 , tangirende Ebene, die also durch F geht — berührt demnach 
auch P\ in W. Mithin haben beide Flächen F 2 und P\ auch denselben 
Berührungskegelschnitt flir ihren gemeinsamen Tangentialkegel aus F, den- 
selben in F l gelegenen, längs dessen sich schon F 2 mit $ 2 berührt. 
Dies kann auch daraus geschlossen werden, dass die sechs Geraden 
PW in W die Curve F? und also auch P[ tangiren. Folglich berühren 
sich die drei eindeutig durch P bestimmten Flächen zweiten Grades, die Haupt-, 
die Nebenpolar fläche und die Satellit fläche von P, längs eines in der Polar- 
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ebene P ] von P gelegenen Kegelschnitts, und P und P 1 sind für alle drei Pol 
und Polarebene*). 

Es ist nicht schwer einzusehen, dass auch die (erste) Polarfläche 
von P in Bezug auf die harmonische Fläche P 3 ebenfalls jene Berührung 
eingeht. 

26. Es sei V ein Punkt, dessen erste Polarfläche ein Kegel zweiten 
Grades mit der Spitze V x ist; der Beweis des Satzes, dass dann auch V\ zur 
ersten Polarfläche einen Kegel mit der Spitze V hat, also des Fundaraental- 
satzes der Theorie der Kernfläehe, lässt sich nach Herrn Milinowski% Vor- 
gang viel einfacher geben, als es in No. 42 der „Flächen dritter Ordnung" 
geschehen ist. Wenn g eine beliebige durch V gelegte Gerade ist, so ist 
Vi der Scheitel eines der vier Kegel im Büschel der Polarflächen der 
Punkte von g und hat also in Bezug auf alle diese Flächen die nämliche 
Polarebene ; folglich haben auch alle Punkte von g dieselbe Polarebene in 
Bezug auf F?, die Polarfläche von V x ; mithin ist K, 2 ein Kegel zweiten Grades, 
dessen Scheitel auf g liegt, also da diese Gerade nur der Bedingung, durch 
V zu gehen, • unterworfen ist, V selbst ist. 

Dass ich diesen einfachen Beweis in meinem Buche nicht gegeben, 
hängt damit zusammen, dass ich den Begriff der gemischten Polarebene 
zweier Punkte, obgleich mir ihn die Introduzione von Cremona doch hätte 
nahe legen können, gar nicht benutzt habe, vermuthlich, weil Steiner in 
seinem Aufsatze über die cubischen Flächen **), der meinen Untersuchungen 
zu Grunde gelegt war, von gemischten Polarebenen ebenfalls nicht spricht 

27. Es ist davon auch die Auseinandersetzung in No. 33, 34 meines 
Buches, nicht aber das Resultat derselben beeinflusst Ich übertrug dort 
den bekannten Satz, dass die reciproken Polaren einer Geraden g in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels zweiter Ordnung die eine Schaar, die con- 
jugirten Polaren der Punkte von g in Bezug auf den Büschel die andere 
Schaar eines Hyperboloids bilden, auf den Fall, dass der Flächenbüschel 
der der ersten Polarflächen der Punkte von g in Bezug auf F 3 ist, und 
leitete, nachdem vorher gezeigt, dass die Polarebenen der Punkte einer 



*) Man vergl. Herrn Cremona» Introduzione, No. 138, wo für eine ebene Curve 
dritter Ordnung mit Hülfe metrischer Relationen der Satellitkegelschnitt eines Punktes 
und seine Berührung mit dem Polarkegelschnitt desselben auf der geraden Polare des 
Punktes nachgewiesen ist. 

**) Monatsbericht der Berliner Akademie Jan. 1856 und dieses Journal Bd. 53. 

30* 
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Geraden alle durch denselben Punkt gehen, den Kegel, den sie einhüllen, 
als Tangentialkegel jenes Hyperboloids aus diesem Punkte ab. Aber aus 
Herrn Cremonas Schrift über die Flächen dritter Ordnung*) habe ich erst 
ersehen, dass das Hyperboloid in diesem Falle nicht mehr allgemein ist, 
sondern in einen Kegel und zwar den Polarkegel von g selbst entartet 

Sind nämlich X, Y zwei Punkte von g, X} 9 Y 2 ihre ersten Polar- 
flächen, so liegen die conjugirten Polaren von X, Y bezüglich des Büschels 
resp. in der Polarebene von X nach Y 2 und in der von Y nach X 2 , also 
da diese identisch sind, in derselben Ebene. Mithin treffen sich die Geraden 
der einen Schaar, und das Hyperboloid ist ein Kegel. Jede Ebene, die 
zwei Kanten desselben verbindet, welche die conjugirten Polaren von X, Y 
auf g in Bezug auf den Büschel sind, ist die gemischte Polarebene von 
X 9 Y und wird, wenn Y sich mit X vereinigt, reine Polarebene von X und 
Tangentialebene des Kegels längs der conjugirten Polare von X, also dieser 
Kegel in der That Enveloppe der reinen Polarebenen der Punkte von g. 
Die reciproke Polare von g bezüglich X 2 muss ebenfalls in der reinen Polar- 
ebene von X, sowie auch auf dem Kegel (als ausgeartetem Hyperboloide) 
sich befinden, also ist sie ebenfalls die Berührungskante jener. Mithin ist 
jede Kante des Kegels zugleich conjugirte Polare eines Punktes X auf g 
in Bezug auf den Büschel der Polarflächen sämmtlicher Punkte von g 9 als 
auch reciproke Polare von g bezüglich der Polarfläche X 2 von X, und die 
längs ihr den Kegel tangirende Ebene ist die reine Polarebene von X. 

Ist x eine bewegliche, a eine feste Kante des Kegels, so ist ax 
gemischte Polarebene von A, X, also Polarebene von X nach A 2 , folglich 
die Punktreihe X mit dem Ebenenbüschel ax, demnach auch mit der Reihe 
der Kanten x und dem Büschel der in ihnen berührenden Polarebenen von 
x projectiv **). 

V. 
28. Im flinften Kapitel der „Flächen dritter Ordnung" habe ich die 
Curven betrachtet, die sich beim Schnitte zweier Flächen dritter Ordnung 
oder einer von der dritten mit einer von der zweiten Ordnung ergeben. 

*) Dieses Journal Bd. 68. 

**) Ich benutze die Gelegenheit noch zu einer anderen Rectification. In No. 97 
meines Buchs habe ich den Fall von vier reellen Kegeln in einem (reellen) Flächen- 
bÜBchel zweiter Ordnung mit imaginärer Grundcurve für möglich gehalten; dies stellt 
sich nach Herrn Cremonas eingehenderer Untersuchung in seiner Schrift No. 169 als 
nicht richtig heraus : es existirt da nur der Fall zweier reeller Kegel und zweier imaginärer. 
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Es waren dies im Ganzen siebzehn Cnrven, nämlich, ausser der 
Geraden Äj, dem Kegelschnitte A£, der ebenen und der doppelt gekrümmten 
cubischen Curve Rl, ÄJ, die beiden bekannten Raumcurven vierter Ord- 
nung ßj, Äj: die erstere der totale Schnitt zweier F 2 oder der partielle 
einer F 2 mit einer F 3 neben einem Kegelschnitte, die andere der partielle 
Schnitt von F 2 und F 3 neben zwei windschiefen Geraden ; ferner drei Raum- 
curven fünfter Ordnung Äj 2 , Äiim Ä|, deren Ergänzungen zum vollen 
Schnitte zweier F 3 bez. Ä|, /?£, R\ mit einer sie nicht treffenden Geraden 
sind; sodann vier Raumcurven sechster Ordnung #? 8 , Ä? 6 , Ä? 4 , Ä? 2 , welche 
je mit ß 3 , R% einem Kegelschnitte und einer ihn nicht treffenden Geraden, 
mit drei windschiefen Geraden einen vollen Schnitt bilden; zwei Raum- 
curven siebenter Ordnung /&, Rio, welche bez. durch einen Kegelschnitt, 
zwei windschiefe Geraden ergänzt werden; die durch eine Gerade ergänzte 
Raumcurve achter Ordnung Äf 8 und endlich der volle Schnitt neunter Ord- 
nung Ä3 6 selber. R% bildet den vollen Schnitt (F 2 F 3 ) und Ä? ? wird zu 
ihm durch eine Gerade ergänzt 

Der untere Index bezeichnet den Rang der Curve, wofern sie keine 
vielfachen Punkte hat. 

In No. 73 a. a. 0. ist für jede dieser Curven die Zahl fr der Be- 
dingungen angegeben, denen eine cubische Fläche unterworfen wird, wenn 
sie durch die betreffende Curve hindurchgehen soll. Demnach ist oc 19 " /3 
die Zahl oder 19— fr der Grad der Mächtigkeit der cubischen Flächen 
durch die Curve. Für diejenigen der Curven, welche auf einer Ebene oder 
Fläche zweiten Grades liegen können, ist /i, fr bekannt. 

29. Es sei R eine auf einer Fläche F p p ter Ordnung mögliche Curve, 
t p der Grad der Mächtigkeit, in der sie sich auf F p befindet, f p die Zahl 
der Bedingungen, die man F p auferlegt, wenn sie durch R gehen soll; N p 
(gewöhnlich N(p)) die Zahl der Bedingungen, die man überhaupt F p auferlegen 
kann; endlich u der Grad der Mächtigheit der Curve R im Räume; so ist 

(I.) u = N p +t p -{N p -f p ) = t p +f p ; 
so dass t p +f p für alle Flächen, auf denen überhaupt R liegen kann, den- 
selben Werth hat. 

Ist g p die Zahl der Bedingungen, die man R auferlegt, damit sie 
auf F p liege, so ergiebt sich, da man einer auf F p liegenden R noch t p 
Bedingungen auferlegen kann: 

(II.) g p = u-t p = f p . 
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Die Zahl der Bedingungen, die man einer F p auferlegt, damit sie durch 
eine gegebene (auf ihr mögliche) R gehe, ist mit der der Bedingungen, welche 
man einer R auferlegt, damit sie auf einer gegebenen F p liege, identisch. 
An einigen bekannten einfachen Beispielen lässt sich dies leicht bestätigen. 

Zwei Curven R', R" bilden zusammen den vollen Schnitt (F p F q ); der 
ersteren mögen f p , f q , t' p , t' q , u', der anderen f p , f' q ', t' p ', t q , u" zugehören. 
Der Grad der Mächtigkeit der Flächen F q durch (Ä'A") sei v q ; ist q<Zp, 

so ist © 5 = 0(3c p «= 1); ist q = p 9 so ist t? 9 = l. Auf einer F p liegen <x>*p 

mr V 

Curven R', durch jede gehen oo * '* Flächen F 9 , von denen je <x> Vq die- 
selbe Curve R" in F p einschneiden; wir erhalten also aus jeder R! oc^ q ~~~' q ~~ v * 

Curven Ä"; umgekehrt jede R" führt zu oc Nq ~f q ~~ Vq Curven R', bei denen 
sie sich also auch ergiebt. Demnach ist der Grad der Mächtigkeit t' p ' der 
R' auf F p nur t' p +(N q ^f q -f> q )^(N q -f q n ^e q ) oder 

(in.) f q -t; = /;-/;. 

Hieraus folgt durch Vertauschung von F p und F q oder, da vermöge (I.) 
fp + t'p = f q + t>' q = u' und £'+ /; = #+ < = tT, die (natürlich für q=p mit 
(III.) identische) 

(in*.) #-<;' = f 9 -t' q ; 

weiter aber auch, dass alle vier in (III.) und (III*.) vorkommenden Dif- 
ferenzen gleich sind. 

Besteht eine Curve R aus mehreren sich nicht begegnenden Be- 
standtheilen, so summiren sich die f und t der Bestandteile zu denen von R. 

30. Wir erhalten für unsere siebzehn Curven vermittelst der For- 
meln (L), (III.) die Resultate, welche die folgende Tabelle giebt; die unter- 
strichenen Zahlen derselben sind als bekannt vorausgesetzt, und dass auch 
unter den berechneten einige bekannte sich befinden, dient als Controlle. 
Die letzte Colonne enthält wegen einer gleich zu machenden Bemerkung 
das Geschlecht. 
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Die Werthe von f bei den vollen Schnittcurven RJ, ß£, R^ R%, 
R%, #36 — die hier zum Theil als bekannt vorausgesetzt werden — er- 
geben sich auch aus Herrn Reyes Aufsatze *) : Die algebraischen Flächen, 
ihre Durchdringungscurven etc. No. 9 [nur steht dort durch Druckfehler 
— N(n—p — q) statt + N(n — p— q)]; ebenso liefert die Formel in No. 6, 7 
dieses Aufsatzes /, für flj, t u t* für R\, * M t 3 ftlr ÄJi t* für jRJ, t 2 und t z 
für Äj 8 , t 3 für Ä3o**). Die Werthe von / 3 für «2, #2, Ä», ß? 8 finden sich 
auch in Herrn Cremonas Schrift No. 123, 124, 125, 131. 

31. Für unsere Curven ergiebt sich aus der Tabelle das interessante 
Resultat, dass die Mannigfaltigkeit u einer jeden von ihnen oder die Zahl 
von (einfachen) Bedingungen, denen sie unterworfen werden kann, gleich der 
vier fachen Ordnung ist. Für die Curven von der Ordnung n 9 deren Ge- 
schlecht <^4fl— 4 ist, ist dies von den Herren Brill und Nöther***) 
gefunden worden; darunter fallen aber von unseren Curven nur die in der 
Tabelle von R\ bis Rio. Die übrigen deuten darauf hin, dass diese Mannig- 
faltigkeit 4» noch allgemeiner gilt. Jedoch von den vollen Schnittcurven 



*) Math. Ann. Bd. II, S. 475. 

**) In Salmon-Fiedlers Raumgeom. 2. Aufl. Bd. II, S. 508 steht die letztere Formel 
jetzt mit correct gefasstem Satze; in der ersten Auflage war der Satz incorrect aus- 

Sesprochen, ebenso ist er es in den Nouv. Ann. 1. Serie, Bd. XV, S. 358 und sind 
eehalb auch einige dort an ihn geknüpfte Folgerungen nicht richtig. 

***) Math. Ann. Bd. VII, S. 308. 
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zweier Flächen gleicher (p ter ) Ordnung sind die drei in der Tabelle vor- 
kommenden Äj, ÄJ, R% die einzigen, ftir die sie gilt; denn eine solche 
Schnittcurve ist bekanntlich durch 

2|*(p+l)(p+2)(p+3)-2| = 4^+i(p-l)(p-2)(p-3) 

Bedingungen bestimmt, weil durch halb so viele Punkte je eine Curve 
geht. Diese Zahl ist aber nur für p = 1, 2, 3 gleich 4p 2 . 

Die Ermittelung einer allgemeinen Formel für die Zahl u für eine 
hinreichend definirte Raumcurve dürfte wohl als eins der wichtigsten noch 
unerledigten Probleme aus der Theorie der algebraischen Raumcumen zu be- 
zeichnen sein. 

32. Ferner gilt flir unsere Curven noch Folgendes: Zerfällt eine 
von ihnen, R, in zwei Curven R! 9 R" mit w Schnittpunkten (2ir=r— (r'+r"), 
wenn R 9 R! 9 R" den Rang r 9 r\ r" haben ; cf. Kap. V der Flächen dritter 
Ordnung) und gehören f p9 t p9 u; f p9 ( p9 u'\ f p ' 9 t p9 u" den drei Curven zu, 
so ist flir alle Zerlegungen, die bei ihnen möglich sind, und flir p = 1, 2, 3 : 

fp = fp+fp'-*>> 

t P = f p + s; + w 9 

woraus folgt: 

u = tl'+fl". 

Ist w = 0, so ist dies evident und in allen Fällen richtig und wurde schon 
bei der Tabelle benutzt 

Bei in einer Ebene gelegenen Curven ist durchweg 

*i = tl + t'i' + to; 
denn wenn n' 9 n" die Ordnungen von R' 9 R" sind, so ist 

i(n'+n")(»'+n"+3) = in f (n , +3) + in' , (»"+3) + i»'»"; 
aber nicht richtig wäre 

denn flir alle ebenen Curven höherer als erster Ordnung ist f x = 3. 

Die genauere Untersuchung dieser Frage würde über den Rahmen 
dieses den cubischen Flächen gewidmeten Aufsatzes hinausgehen. 

33. Da flir Äj f z = 12 , also Äj flir eine durch sie zu legende cu- 
bische Fläche die Bedeutung von zwölf Punkten hat, so ist durch sie und 
sieben weitere Punkte P x , P 2l ... P 7 eine solche Fläche bestimmt In der 
That giebt es , wenn durch Äj und bez. P t , ... P 7 die sieben Flächen 
zweiten Grades JF?, JF?, ... F? gelegt werden und dieser Flächenbttschel 
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durch einen ihm projectiven Ebenenbüschel a 1? a 2l ... «7, etwa den der 
Polarebenen eines festen Punktes ersetzt wird, nur eine Gerade a von der 
Beschaffenheit, dass a(P x , P 7j ... P 7 ) 7\ «i, «?, ... «7 X ^n ^2» • • • *? *)• 

Für A4 hingegen ist /i = 10, also kann man F 3 noch durch neun 
Punkte legen: /*„ ... Pg. Wir suchen nun einen Punkt P 9 dessen Strahlen- 
bündel zu dem Netze der Flächen zweiten Grades durch R\ derartig re- 
ciprok bezogen ist, dass den Strahlen von P nach P l7 ... P 9 Flächen 
durch diese Punkte entsprechen. Jeder dieser Punkte P< bestimmt aber 
mit R\ nur einen dem Netze angehörigen Büschel, den wir also, in Ueber- 
tragung der bei zwei reciproken Bündeln üblichen Benennung, als einen 
dem Strahle PP { conjugirten Büschel bezeichnen können. Wird der Bündel 
der Polarebenen eines festen Punktes in Bezug auf das Netz construirt, 
der also zu dem Bündel P ebenfalls reciprok sein muss, so geben diese neun 
Flächenbüschel neun Ebenenbüschel in demselben mit den Axen a h . . . a* 
Diese Axen sollen demnach zu den neun Strahlen PP ( conjugirt sein, d. h. die 
diesen Strahlen entsprechenden Ebenen sollen durch sie gehen. Der Bündel 
des gesuchten Punktes P muss zu einem festen Bündel in einer solchen 
reciproken Beziehung stehen, dass die nach den neun gegebenen Punkten 
P,, ... P 9 gehenden Strahlen zu neun gegebenen Strahlen des festen 
Bündels conjugirt sind. Dann kann, wie ich in No. 40 — 43 meines Auf- 
satzes über correlative oder reciproke Bündel**) nachgewiesen habe, P 
eine cubische Fläche durchlaufen : eben die erzeugte Fläche selbst, von der 
ja jeder Punkt der Scheitel des erzeugenden Strahlenbündels sein kann (No.12). 

Anfang Mai 1879. 

34. Chasles hat sich in drei zusammenhängenden Noten der Comptes 
rendus ***) mit den auf einer Fläche zweiten Grades gelegenen Raumcurven 
beschäftigt und nachgewiesen, dass die Mächtigkeit der Curven (p+q) iw 
Ordnung auf der Fläche, welche jeder Geraden der einen Schaar in p 9 
jeder der anderen in q Punkten begegnen, also unser t* gleich pq+p + q 
ist; ausser /t, 1 ,, A£, R\ und fl£ liegen alle diese Curven nur auf einer F\ also 
ist ihre Mächtigkeit im Räume u gleich pq+p+q + 9', diese Zahl ist stets und 
nur dann gleich 4(p + gr), wenn eine der beiden Zahlen p, q gleich 3 ist 



*) Vergl. Poudra, Nouv. Ann. 1. Ser. Bd. XVI, S. 163; H. Müller, Math. Ann. 
Bd. I, S. 415; Sturm, ebenda Bd. VI, S. 529 und Bd. XV, S. 238. 

**) Math. Ann. Bd. XII, S. 254. 

***) Bd. 53, S. 985, 1077, 1203. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 3. 31 
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Es ist demnach für die auf einer F 7 befindliche Curve neunter Ord- 
nung, welche den einen Geraden dreimal, den anderen sechsmal begegnet, 
ebenso u = 36 , wie für die Schnittcurve zweier cubischen Flächen. Auch 
die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte ist flir beide Curven dieselbe; sie 
stimmen deshalb auch in den übrigen Singularitäten überein, sind trotzdem 
aber wesentlich verschiedene Curven*). 

35. Vermittelst der sogenannten schiefen Projection von Steiner**) 
gelangt man zu einer eindeutigen Abbildung der Fläche dritter Ordnung 
F 3 auf eine Ebene, welche filr die vorliegende Frage etwas geeigneter zu 
sein scheint, als die von Clebsch, Cremona und Äeye***). 

Wenn g, g x irgend zwei gegen einander windschiefe Geraden der F z 
sind, so wird jeder Punkt der Fläche vermittelst des von ihm ausgehenden 
und g, g x treffenden Strahles abgebildet. 

Trifft die Curve C m m ter Ordnung g in s, g x in s x Punkten , hingegen 
die fünf Geraden / 1? ... h von F 2 , welche zugleich g, g x schneiden, bez. in 
?i? ••• 05 Punkten; so ist ihr Bild von der Ordnung m — (s+s x ) und hat in 
den Schnitten von g, g x , l x , ... l s mit der Bildebene Punkte, flir welche der 
Grad der Vielfachheit bez. m— * i7 m— s, q x , ... q s ist. Durch jeden Punkt 
von C m werden zwei Kegelschnitte von F 3 , welche durch g, g x ergänzt 
werden, einander zugeordnet; die Ebenen so zugeordneter Kegelschnitte 
begegnen sich in den Erzeugenden einer Regelfläche, aus welcher die Bild- 
curve geschnitten wird. 

36. Aus dem Schnitte von F 3 mit dieser Fläche oder der Curve C" 
auch mit einer der beiden cubischen Regelflächen, welche die eine der beiden 
Geraden g, g x zur doppelten, die andere zur einfachen Leitgeraden, die 
fünf l { zu Erzeugenden haben f) und, weil im Allgemeinen eine Gerade, 
die zum Schnitt zweier Flächen dritter Ordnung gehört, von dem übrigen 



*) Ich wiederhole damit die von Herrn Halphen gemachte Bemerkung: Bull. 
Soc. Math. Fr. Bd. 2, S. 69 (wo eine Reihe von Eigenscnaften der Raumcurven ge- 
geben sind, die nur von der Ordnung und der Zahl der scheinbaren Doppelpunkte 
abhängen). 

**) System. Entw. S. 251 ; man vergl. auch Em. Weyrs Geom. der cub. Regel- 
flächen (Leipzig 1870), S. 139. 

***) Dieses Journal Bd. 65, S. 359, Bd. 68, S. 82; Geometrie der Lage II. Th. 
21. Vortrag. Später freilich — Math. Ann. Bd. V, S. 419 — hat sich Clebsch auch mit 
der obigen Abbildung beschäftigt. 

f) Cremona, Sülle superficie gobbe del terz* ordine No. 7. (Atti del R. Istituto 
Lombardo vol. II, 1861) und Weyrs eben gen. Schrift No. 13. 
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Schnitte nur viermal getroffen wird, die F 3 längs der einfachen Leitgeraden 
berühren — erhält man zunächst: 

3m = 2(i+# 1 ) + -Tfc; 

so dass 2(s+s l )+2q i sich nicht ändert, wenn g, g x mit anderen wind- 
schiefen Geraden auf F 3 vertauscht werden. 

Sodann aber ist die Mächtigkeit der Curven m ter Ordnung, welche sich 
gegen g, g x und die /, in der geschilderten Weise verhalten, oder, da die Zahl 
der Geraden auf F 3 , also auch der Combinationen von je zwei windschiefen 
eine endliche ist, gegen irgend zwei windschiefe Geraden der Fläche und die 

m 

sie schneidenden, auf F 3 

t 3 = ( m —,)( m -, l )4-2m— (*+0 — ff- 2 ?.- (?«+!)• 

Die hieraus ftlr die oben behandelten Curven berechneten f 3 , die überdies, da 
man verschiedenartig gegen die betreffende Curve gelegene Paare von 
windschiefen Geraden nehmen kann, mehrfach ermittelt werden können, 
stimmen mit den dort gegebenen tiberein. 

37. Das Geschlecht der — ohne vielfache Punkte vorausgesetzten — 
Curve, die das genannte Verhalten gegen g, g x und die /, hat, ist: 

p = m 7 — m{s + s l )+ss l +s+s l -2m+l— £-2g,(?r-l); 

die Zahl der Begegnungspunkte zweier Curven, welche durch m, s, s t , q x , . . . q 5 , 
bez. iri, s', *i , q x , ... q' s in Bezug auf dieselben Geraden g und / cha- 
rakterisirt sind, ist: 

2mm'— m (*'+*!) — mXs+sJ+ss'i+SiS'—JSqiq'i. — 

38. Herrn Schubert verdanke ich hinsichtlich der Mannigfaltigkeit 
(oder, um seine Terminologie zu benutzen, der Constantenzahl) 4» ge- 
wisser Raumcurven folgende Bemerkung, die ich nicht verfehle, hier noch 
hinzuzufügen : 

Lässt sich eine Raumcurve » ter Ordnung mit der Constantenzahl c durch 
aufeinanderfolgende Degenerationen, von denen jede folgende einen und nur 
einen Doppelpunkt mehr hat, als die vorhergehende, in ein System von n Ge- 
raden mit s Schnittpunkten überführen, wie z. B. die Raumcurve vierter Ordnung 
erster Species durch die einen Doppelpunkt besitzende noch nicht zerfallende 
Raumcurve, durch das System zweier sich zweimal treffender Kegelschnitte 
(oder das System einer cubischen Raumcurve und einer Sehne derselben), 

31* 



240 Sturm, zur Theorie der Flächen dritter Ordnung. 

das System eines Kegelschnitts und eines ihn zweimal schneidenden Ge- 
radenpaars in das windschiefe Vierseit; so ist die Constantenzahl dieser 
letzten Degeneration c— 8. Andererseits aber ist dieselbe gleich 4«—*, 
wie man erkennt, wenn man die Ausartung allmählich aus ihren Geraden 
entstehen lässt; jede weitere Gerade, welche den schon vorhandenen f-mal 
zu begegnen hat, ist dadurch t Bedingungen unterworfen und in der Zahl 
oo 4 "' möglich; also das ganze System in der Zahl oo 4 *- 2 * oder oo 4 "-* mög- 
lich. Daraus folgt aber c = 4». 

August 1879. 
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Ueber linear-abhängige Punktsysteme. 

(Von Herrn J. Rotanet in Breslau.) 



5-1. 

JJine ternäre Form vom Grade n in den homogenen ebenen Coor- 
dinaten x { x 2 x z , f(x l x 2 x^) wird für unendlich viele Werthsysteme der Grössen x 
zu Null. Die Gesammtheit derselben bildet die Curve, die durch die Gleichung 
f(x x Xt x 3 ) = dargestellt wird. Nennt man jedes Werthsystem a(cria 2 a 3 ), 
welches f(a x a 2 a 3 ) zu Null macht, einen Nullpunkt von f, so besteht zwischen 
allen Nullpunkten ein Abhängigkeitsverhältniss. Denn da die Form [(x^xj) 

durch * J" ; willkürliche Nullpunkte (bis auf einen von x unabhängigen 

Factor) vollkommen bestimmt ist, so ist die Gesammtheit aller Nullpunkte 

eine Folge von T unter ihnen. 

Indessen ergab sich sehr bald, dass auch eine Anzahl von Nullpunkten, 
welche noch nicht ausreichend ist, eine Form völlig zu bestimmen, weitere 
Nullpunkte zur nothwendigen Folge haben kann. Wird nämlich die Zahl 

2 durch N bezeichnet, so gilt der Satz, dass aus iV— 1 Nullpunkten 

allein n 7 —N+l andere sich folgern lassen. Nennt man daher ein System von 
p Nullpunkten „ein abhängiges" (in Bezug auf den Grad »), sobald aus p— 1 
desselben der p te mit Notwendigkeit folgt, so kann man sagen: Zu iV— 1 
beliebig gelegenen Nullpunkten kann man auf n 2 —N+l verschiedene Arten 
einen iV ten so hinzubestimmen, dass die so entstehenden N Punkte ein ab- 
hängiges System bilden. In dieser Fassung ist die Zahl der Punkte mit 
JV — 1 geschlossen, indem schon aus iV— 2 Nullpunkten kein weiterer ge- 
folgert werden kann, wofern sie nicht in Bezug auf ihre Lage gewissen 
Beschränkungen unterworfen werden. Sieht man jedoch von der Forderung 
einer beliebigen Lage der Grundpunkte ab, so kann in gewissen besonderen 
Fällen schon aus iV— 2 Punkten ein abhängiges System durch Hinzufügung 
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eines Punktes erlangt werden *). Die hierin ausgesprochene Forderung geht 
nämlich dahin, die Coordinaten des letzten Punktes x so zu bestimmen, dass 
alle Determinanten vom Grade iV— 1 einer Matrix (iV+1, iV — 1) verschwinden, 
was auf drei unabhängige Bedingungsgleichungen hinauskommt Sieht man 
also die Coordinaten x x x 2 x 3 allein als die unbestimmten Grössen an, so ist 
es nicht möglich, durch passende Disposition die Matrix verschwinden zu 
machen. 

Es ist evident, dass bei quaternären Formen ebenfalls abhängige 
Systeme von Nullpunkten existiren und zwar in grösserer Mannigfaltigkeit 
Denn bezeichnet jetzt iV die Zahl der Nullpunkte, welche eine Form 
f(x l x 2 x 3 x 4 ) bestimmen, so lassen sich nicht bloss N 9 und iV'— 1 Punkte unter 
allen Umständen durch einen weiteren Punkt zu einem abhängigen System 
ergänzen (wie bei ternären Formen), sondern dies bleibt auch noch für 
JV'— 2 möglich, da hier durch die Coordinaten des abhängigen Punktes drei 
unabhängige Gleichungen erfüllt werden können. 

Das Auftreten von algebraischen Formen in der Geometrie, welche 
zwei Systeme von Variabein enthalten, legt die Frage nahe, wie es sich 
alsdann mit derartigen abhängigen Systemen verhalten mag. Die grössere 
Anzahl der in der Form auftretenden Variabein lässt von vorn herein 
erwarten, dass die abhängigen Systeme, weniger eng begrenzt, eine grössere 
Mannigfaltigkeit von algebraischen und geometrischen Relationen ergeben 
werden. Der erste Fall eines abhängigen Systems in Bezug auf Formen von 
zwei Systemen von Variabein trat in der Theorie der Curven zweiter Ordnung 
auf. Hesse entdeckte nämlich den für dieselbe fundamentalen Satz **), dass aus 
zwei conjugirten Punktepaaren eines Kegelschnitts stets ein drittes zu folgern 
sei und gab zugleich die einfache Construction desselben an. Bezeichnet 

f(xx) = £ a xX x x x x = 0, ( * ~ j' 2 ' 3 ), a xl = a Xx 

die Gleichung einer Curve zweiter Ordnung, und setzt man 

Za xl x x y x = f{x,tj), 

so heisst ein Punktepaar (x'y') immer dann ein conjugirtes von f(xx) = 0, 
wenn es die Gleichung f(x', y') = befriedigt. Nennt man daher ein 

*) Vgl. „Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer Formen," dieses Journal 
Bd. 76, pag. 320. 

**) Dieses Journal Bd. 20, pag. 301 und auch Bd. 36 pag. 146. Vgl. auch meine 
Note in Schlömilchz Zeitschrift f. Math. u. Phys. Bd. XVII pag. 174. 
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Punktepaar {x 1 y') ein Nullpaar der symmetrischen bilinearen Form f(x, y), 
sobald f(x',y') = ist, so sagt der Hessesche Satz aus: „Aus zwei Null- 
paaren der Form f{x,y) folgt stets ein drittes Nullpaar." Es giebt somit 
abhängige Systeme von drei Nullpaaren in Bezug auf eine symmetrische 
bilineare Form, obgleich eine solche erst durch fünf völlig bestimmt ist. 
Auf Grund dieses einfachsten Systems lassen sich abhängige Systeme von 
vier und mehr Nullpaaren leicht construiren. 

§.2. 

Da im Folgenden die Eigenschaften abhängiger Punktepaare im 
ternären und ftir gewisse Fälle im quaternären Gebiet durch Reduction auf 
solche eines binären Gebiets studirt werden, so soll in diesem Para- 
graphen die binäre bilineare Form einer kurzen Betrachtung unterworfen 
werden. Wir führen zwei binäre Gebiete ein, in denen ein Element resp. 
durch die homogenen Variabein x x x 7 , y x y 7 dargestellt sei: Die Elemente 
können als Punkte einer geradlinigen Punktreihe ebensogut wie als 
Strahlen eines Strahlbüschels oder als Ebenen durch eine feste Gerade geo- 
metrisch interpretirt werden. Welche dieser Interpretationen benutzt wird, 
ist für die algebraische Betrachtung gleichgiltig, und es steht auch nichts 
im Wege, die beiden Elemente x, y in verschiedener Weise geometrisch 
darzustellen. In der Regel werden wir kurz x, y als Punkte bezeichnen, 
sowohl um eine bestimmte Vorstellung festzuhalten als auch der Kürze 
des Ausdrucks wegen. 

Ein Punktepaar (x'y f ) soll kurz ein „Nullpaar 44 der bilinearen 
Form 

(1.) f(x, y) = a n x l y l + a 17 x l y 7 + a n x 7 y l + a 77 x 7 y 7 = 2a x7 x x y x 

genannt werden , sobald f{x\ y') = ist. Durch drei Nullpaare ist die 
Form f(x,y) (bis auf einen constanten Factor) bestimmt; während vier 
Nullpaare derselben (x l y l ), ... (x*y*) es gestatten, die Constanten * M ... # 4 
so zu bestimmen, dass 

(2.) Xl f{x\ y l )+^f(x\ y 2 )+x 3 f(x\ y 3 )+*<f(x\ y*) = 

in Bezug auf die Coefficienten a xi identisch erfüllt wird. Vier Nullpaare 
bilden somit stets ein abhängiges System, und es lassen sich daher drei Punkte- 
paare (<rV), . . . (x*y*) (auf unendlich viele Arten) durch ein viertes zu 
einem abhängigen System ergänzen. Führt man neue Variabein ti^, 
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n x n 7 ein und nennt resp. 

«ia?i+«2«2 = u(x) = 0, ©,0i+©2jk = t*(y) = 

die Gleichungen der Elemente (Punkte) x, y 9 so ist es evident, dass die 
Identität (2.) erfüllt bleibt, sobald in ihr die willkürlichen Grössen a xX durch 
die Producte u x . «* ersetzt werden. Dadurch geht aber f(x 9 y) in u {x) . v (y) 
über, und es entsteht aus (2.) die mit ihr gleichgeltende Gleichung 

(3.) xMx^eW + XtmtäMtf+wtö = 0, 

welche in Bezug auf u 9 r> identisch richtig ist. Da nun ein abhängiges 
System von vier Punktepaaren immer aus zwei Gruppen x x ...x\ y 1 ...^ 4 
von gleichem Doppelverhältniss besteht, so gilt der bekannte Satz: 

„Zweimal vier Elemente (Punkte von Geraden etc.) haben gleiches 
Doppelverhältniss, wenn zwischen den Producten der ihnen entsprechenden 
linearen Formen (in verschiedenen Variabein u 9 t> geschrieben) eine lineare 
Identität besteht." 

Es ist leicht an dieser Stelle auch die Frage zu erledigen, ob oder 
in welchen Fällen abhängige Systeme von weniger als vier Gliedern be- 
stehen. Sollen nämlich x l y l , x 2 y 7 1 a?y* ein abhängiges System von drei 
Gliedern bilden, so müssen sie eine Identität von der Form 

(3.) x^x l ).t>(y l )+x 2 u(x 7 ).t>(y 7 )+x 3 u(x*).t)(y*) = 

erfüllen. Da man den Fall, wo sowohl x l x 2 a?, als auch y l y 2 y z in je einen 
Punkt zusammenfallen, unbeachtet lassen kann, so darf angenommen werden, 
dass y 2 , y 3 verschieden sind. Setzt man in (3.) x 2l — x\ an Stelle von 
u t u^ so ergiebt sich, wenn <r? x 2 — x\ x\ = (x* 9 x l ) gesetzt wird: 

(3*.) x 2 (x\ x 7 ) .* (y 2 ) + * 3 (* x , x z ) . t> (y 3 ) = 0, 

und hieraus wieder durch die Substitution ©i = y 3 , © 2 =— y\ die Gleichung 
x 3 (x l x z ) (y 2 y 3 ) = a 9 folglich fallen die Punkte x\ x* in einen zusammen. 
Unter dieser Voraussetzung zeigt aber (3 a .), dass auch x l und x 2 identisch 
sind, d. h.: 

„Drei Nullpaare bilden nur dann (aber auch immer dann) ein ab- 
hängiges System, wenn die drei Punkte in einem der Gebilde zusammenfallen." 

Beschränkt man sich auf die Betrachtung symmetrischer bilinearer 
Formen 

f{xy) = a ll x l y l + a 12 (x l y 2 + x 2 y x ) + a 22 x 2 y2, 

so wollen wir die Nullpaare als solche eines „ involutorischen " Systems 
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bezeichnen. In involutorischen Systemen giebt es zu zwei Nullpaaren 
x x y l , x 2 y 2 stets abhängige dritte x 3 y 3m , die Coordinaten solcher drei Paare 
haben die Gleichung zu erfüllen 

(4.) Xiu(x l )u(y l ) + x 2 u(x 7 )u(y 7 )+xiu(x*)u(y 3 ) = 0. 

Man sagt kurz: Es sind drei Paare einer Involution. 

§.3. 

Es seien jetzt zwei ternäre Gebiete mit den Variabein x l x 2 x 3) y x y 2 yy 
gegeben. Auch hier ist die geometrische Auffassung der Elemente eines 
jeden der beiden Gebiete als Punkte von zwei Ebenen die nächstliegende. 
Wenn wir aber auch in der Regel von Punkten x, y sprechen werden, so 
bleibt es stets vorbehalten, die Elemente des einen oder anderen Gebietes als 
Geraden von Ebenen, als Ebenen durch einen festen Punkt oder auch als 
Strahlen eines Bündels (durch einen festen Punkt) anzusehen. Sobald es 
nicht ausdrücklich anders gesagt wird, sind im Folgenden alle Formen 
als ternäre gemeint. 

Bezeichnet 

(x = 1 2 3 \ 

eine allgemeine bilineare Form in den Grössen x, y, so soll irgend ein 
System von sechs Zahlen x\x 2 x^ yiyiy*, durch welche fix^y^ — O wird, 
als Punkte x\ y { der beiden vorliegenden Gebiete aufgefasst, ein „Null- 
paar 44 der Form f{x, y) heissen. Als besondere Formen heben wir hervor : 

1) f( x 9 y) heisst eine „symmetrische 44 Form, sobald a x i = a Xx , d. h. 

2) f(v,y) heisst eine „alternirende 44 Form, sobald a xX +a Xx = 0, d.h. 

f(x,y)+f(y,*) = o ^t. 

3) f{x,y) heisst eine „specielle 44 Form, wenn f(x 9 y)=p(x).q{y) in 
zwei Factoren zerfällt, von denen der eine p{x) = p l x l +p 2 x 2 +p 3 x $ nur die 
Variabein x 9 der andere q(y) = q k y t + q 2 y 2 + q z y 3 nur die Variabein y enthält 
Wir sagen dann auch, f{x y y) besteht aus dem Geradenpaar p 9 q 9 deren 
Coordinaten in den beiden Ebenen (der x, y) resp. pip 2 p^ qiqiq* sind. 

Gleichzeitig mit Formen in den Grössen x, y wollen wir bilineare 
Formen in den Variabein u x thu^ eie 2 e 3 auffassen, welche zu den x, y in der 
Beziehung contragredienter Grössen stehen. Wir werden kurz im Anschluss 
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an die für x, y angenommene Ausdrucksweise, u, r> als Geradencoordinaten 
resp. in den Ebenen der Punkte x 9 y ansehen. Für eine solche Form 

(6.) (f (u 9 t>) = JEa x i.u x .e x ( i _ ^ £ 3 ) 

werden wir in dem Falle, wo sie in das Product der einfachen Linear- 
formen u(ti).u(q) zerfällt, sagen: die Form (p besteht aus dem Punktepaar, 
dessen Coordinaten resp. n x 7i 2 7\^ q x q 2 Q3 sind. 

Besteht zwischen den Coefficienten zweier Formen f(x 9 y), q>(u,ti) 

die Gleichung 

(7.) 2a xl .ct Kl = 0, 

x,JL 

so nennen wir dieselben „einander conjugirt". 

Diese Bezeichnung schliesst sich an eine ähnliche Beziehung zwischen 
Formen an, welche nur ein System von Variabein enthalten, wie sie in 
einer früheren Arbeit ausführlicher entwickelt ist*). Da die Gleichung 
(7.) in den Coefficienten beider Formen homogen und linear ist, so kann 
man ohne Weiteres folgern: 

„Versteht man unter der p - gliedrigen Gruppe (f 9 f l , . . . f*- 1 ) die Ge- 
sammtheit aller Formen, welche durch lineare Verbindung von f 9 f l 9 . . . f*" 1 
entstehen können, so ist jede Form der Gruppe (f 9 f l , -"P' 1 ) jeder Form der 
Gruppe (ip, q> l j ... y*" 1 ) dann und nur dann conjugirt, wenn jede der p Formen 
f* conjugirt ist jeder der q Formen <p\ In diesem Falle heissen die beiden 
Gruppen „einander conjugirt" " 

Ferner gilt der Satz: 

„Alle einer p-gliedrigen Gruppe von Formen /* conjugirten Formen 
(p bilden eine (9— p)-gliedrige Gruppe (vorausgesetzt, dass die Formen f l 
nicht sämmtlich einer niederen Gruppe angehören)." 

Für die besonderen Formen (1.), (2.) gilt: 

Die Gesammtheit der symmetrischen Formen bildet eine sechs- 
gliedrige Gruppe. Die Gesammtheit der alternirenden bildet eine drei- 
gliedrige Gruppe. Durch den Begriff des „Conjugirtseins" ist jede dieser 
Gruppen durch die andere bestimmt, denn es besteht die Beziehung: 



*) Vgl. in Betreff binärer Formen die Notiz „Ueber die Darstellung binärer 
Formen als Potenzsummen/ 4 dieses Journal, Bd. 75, pag. 172, sowie für Formen von 
beliebig vielen Variabein die Arbeit „Ueber ein Princip der Zuordnung algebraischer 
Formen", Bd. 76, pag. 312. Herr Heye nennt solche Formen „apolar" oder „einander 
stützend," dieses Journal Bd. 78, 79, 82. 
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„Jede symmetrische Form f(x 9 y) und jede alternirende Form <p(u 9 e) 
sind einander conjugirt. — Die dreigliedrige Gruppe der alternirenden 
Formen tp (resp. f) ist die conjugirte der sechsgliedrigen Gruppe der sym- 
metrischen Formen f (resp. (p). u 

Eine besonders wichtige Rolle spielen aber bei den conjugirten 
Gruppen die speciellen Formen. Ist nämlich (p (u, e) = u(n).e (q) eine solche, 
f(x 9 y) eine beliebige ihr conjugirte Form, so besteht vermöge der Glei- 
chung (7.) die Beziehung 

X,JL 

oder f(n 9 q) = 0, d. h. : 

„Ist von zwei conjugirten Formen f 9 (p die letztere eine specielle, 
so bilden die beiden Punkte, aus denen sie besteht, ein Nullpaar von f." 
Umgekehrt kann man sagen : „Jedes Nullpaar der Form f bildet (als Form 
(p dargestellt) eine specielle conjugirte Form," und ebenso: 

„Ist f eine specielle Form, so bildet das Geradenpaar, aus dem 
sie besteht, ein Nullpaar von y, und umgekehrt." 

„Sind daher zwei Gruppen (f, f* , f 1 , . . .). (q> , q> l 9 (p 2 , . . .) einander con- 
jugirt, so dass jede derselben sämmtliche conjugirte Formen der andern 
enthält, so besteht die Beziehung: 

„Die speciellen Formen einer Gruppe sind identisch mit den ge- 
meinsamen Nullpaaren (als Formen aufgefasst) der conjugirten Gruppe." 

Da einer ein-, zwei-, drei-, viergliedrigen Gruppe resp. eine acht-, 
sieben-, sechs-, fiinfgliedrige als conjugirte gegenübersteht, so genügt es, die 
Nullpaare der ersteren zu kennen, wenn man die speciellen Formen der 
letzteren bestimmen will. 

A.) Eine einzelne Form f{x 9 y) besitzt eine dreifache Mannigfaltig- 
keit von Nullpaaren. Alle Punkte y 9 die einem beliebig gewählten Punkt 
x entsprechen, bilden die Gerade f(x,y) = 0. Die durch diese Gleichung 
repräsentirte Beziehung der beiden Ebenen (der x 9 y) ist unter dem Namen 
der „reciproken" genügend bekannt. Daraus folgt: In einer achtgliedrigen 
Gruppe von Formen (p 9 (p\ ... (p 7 (resp. von /, . . . f) giebt es eine dreifache 
Mannigfaltigkeit specieller. Wählt man den einen der beiden Punkte 
(Geraden) beliebig, so ist der zweite auf eine Gerade beschränkt (geht die 
zweite durch einen festen Punkt). 

B.) Zwei Formen 

f(x 9 y) = JSa xl x x y l9 f\x 9 y) = £b M ix M yi 

32* 
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(und die durch sie bestimmte Gruppe (/, f 1 )) haben eine zweifache Mannig- 
faltigkeit gemeinsamer Nullpaare. Einem beliebig gewählten Punkt x der 
einen Ebene entspricht der durch die Gleichungen 

eindeutig bestimmte Punkt y. Diese Beziehung fllhrt den Namen der 
„quadratischen." Es giebt somit in einer siebengliedrigen Gruppe von 
Formen ebenfalls eine zweifache Mannigfaltigkeit von speciellen. Bezeichnet 
man mit x l y l , ... x 8 y 6 acht Nullpaare einer zweigliedrigen Gruppe (£/ ,1 )> oder 
acht Punktepaare einer quadratischen Transformation, so gehören dieselben 
einer siebengliedrigen Gruppe an, folglich besteht zwischen den acht ent- 
sprechenden Formen eine lineare Identität, d.h. man kann x„ ... x s so 
bestimmen, dass 

(8.) z 1 ti{x l )v(y 1 ) + - + x 8 u(x*)v(y*) = 
identisch stattfindet. 
C.) Sind 

f(x, y) = Za ul x n y u f { (x, y) = I!b xl x H y X9 f 2 {x, y) = Zc nl x n y k 

Mfm JfyA JPyA 

drei linearunabhängige Formen, so zeigt die Aufstellung der drei Gleichungen 

(9.) f=o, /•=<>, r=o, 

dass es nur noch eine einfache Mannigfaltigkeit der Gruppe (f,f l ,f 2 ) ge- 
meinsamer Nullpaare giebt. Bezeichnet man die Eliminationsresultate der 
Grössen y 9 x aus (9.) resp. durch 

so ist x dann und nur dann Punkt eines gemeinsamen Nullpaares, wenn er 
der Curve dritter Ordnung D = angehört, ebenso y, sobald J (y 3 ) = ist 
Sämmtliche Nullpaare bestehen somit aus je einem Punkte von D = und 
J = 0, welche Curven hierdurch eindeutig auf einander bezogen sind. 

In einer sechsgliedrigen Gruppe existirt somit eine einfache Mannig- 
faltigkeit specieller Formen, deren Punkte (Geraden) je einem Ort dritter 
Ordnung (Classe) angehören. Irgend sieben Nullpaare von (f,f\f*) ge- 
nügen einer Identität 

(10.) x l u(x l )f>(y l )+xM^>iy 7 ) + -+^fi(x 1 )v(y 1 ) = 0. 

Nennt man in Analogie mit der bei binären Formen eingeführten Bezeich- 
nungsweise auch in ternären Gebieten Überhaupt ein System von p Punkte- 
paaren (x l y l ), (x 7 y 7 \ ... (afy*) ein „abhängiges" sobald jede bilineare Form, 
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welche durch />— 1 derselben annullirt wird, auch das p ie zum Nullpaar 
hat, oder was dasselbe ist, sobald x tJ x 2 , ... * p so (unabhängig von den 
Grössen u, v) bestimmt werden können, dass die Identität statthat: 

dann kann man sagen: „acht Punktepaare lassen sich durch ein weiteres 
auf dreifach unendlich viele, sieben auf zweifach unendlich viele, sechs auf 
einfach unendlich viele Arten zu einem abhängigen System ergänzen." 

Wir haben die ersten drei Fälle nur der Vollständigkeit wegen auf- 
geführt. Ein grösseres Interesse bietet der Fall 

D.) In einer viergliedrigen Gruppe (f, f\ p,f z ) giebt es nur noch 
eine endliche Anzahl von gemeinsamen Nullpaaren. Ordnet man die vier 
Formen nach y t t/2 t/z und schreibt 

fix, V) = yifi(x) + y,f 2 (x) + y 3 f,(x\ • . . /*(*, y) = yifi(x)+y 2 f!(x)+y,fl(x) 1 
so ergeben sich die gesuchten Punkte x als die gemeinsamen Schnittpunkte 
der vier Curven dritter Ordnung, welche hervorgehen, wenn man die vier 
Determinanten der Matrix 



A(«) 


/?(*) 


/?(*) 


/?(*) 


A(«) 


/?(*) 


/?(*) 


/?(*) 


M*) 


/?(*) 


/?(*) 


/?(*) 



einzeln gleich Null setzt. In ähnlicher Form ergeben sich die entsprechen- 
den Punkte y. Da vier so definirte Curven sechs Punkte gemein haben, 
so gilt der 

Satz: „In einer flinfgliedrigen Gruppe von Formen giebt es sechs 
specielle." „Die sechs gemeinsamen Nullpaate einer viergliedrigen Gruppe 
bilden ein abhängiges System. 14 

Sind umgekehrt x*y l , ... x 5 y 5 fünf beliebig gelegene Punktepaare, 
so definiren dieselben eine fiinfgliedrige Gruppe von Formen (p. Da aber 
eine solche sechs specielle Formen besitzt, so ergiebt sich der 

Satz: „Zu fünf Punktepaaren x x y x , x*y 2 , ... x 6 y 5 gehört ein ab- 
hängiges sechstes, so dass dieselben eine Identität von der Form 

(11.) ynu{x l ).v(y l )+x 2 u{x 7 ).v(y 7 ) + ... + x 6 u(x«).t>(y 6 ) = 

erfüllen. Jede bilineare Form, welche fünf Punktepaare zu Nullpaaren 
hat, wird auch durch das abhängige sechste annullirt." *) 



*) Vergl. den entsprechenden von Clebsch ohne Beweis ausgesprochenen Satz, 
Mathem. Annalen, Bd. VI. p. 205. 
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Combinirt man sechs unabhängige Punktepaare zu je fünf und be- 
stimmt jedesmal das abhängige sechste, verfährt mit den so entstehenden 
zwölf Paaren ebenso, und fährt so fort, so füllen dieselben je eine Curve 
dritter Ordnung in ihrer Ebene. Vollzieht man von sieben Punktepaaren 
ausgehend die gleichen Operationen, so bildet die Gesammtheit der Punkte 
x, y die entsprechenden Punkte der durch jene sieben Paare bestimmten 
quadratischen Transformation der beiden Ebenen. 



§•4 

Beschränkt man die in einer Rechnung auftretenden homogenen Ver- 
änderlichen ^02...!*» durch eine lineare Gleichung u^+Ui^ htf*«n = 0, 

so erniedrigt sich dadurch das Gebiet derselben um eine Stufe, da sich eine 
der Grössen u t . . . u n gänzlich aus der Rechnung entfernen lässt. Auf solche 
Weise gehen die Gleichungen von Punkten x\ x 2 , ... einer Ebene, wenn 
man die Liniencoordinaten u { durch eine Gleichung ti(a) = bindet, in 
binäre Gleichungen über (z. B. von tf 1 «f 2 ). Wir werden sagen: das binäre 
Gebiet ist „durch Beziehung des tertiären Gebiets auf den Punkt a" ent- 
standen. Den Punkten x 1 , a: 2 , ... des ternären Gebiets entsprechen Ele- 
mente des binären Gebiets; wir werden diese kurz bezeichnen „als die 
Punkte x l 9 x 2 , . . . , bezogen auf a". Als geometrisches Aequivaient können 
wir ansehen die Projectionen der Punkte x l x 2 ... von a aus auf eine be- 
liebige Gerade , oder auch die Strahlen ax l , aar 2 , . . . des ebenen Strahl- 
büschels (a). 

Sind die Elemente x\ a: 2 , ... Geraden einer Ebene, so bezieht man 
sie auf eine feste Gerade a und erhält als binäres Gebiet die Punktreihe 
ax l , «a? 2 , . . . oder ein ihr perspectivisches Strahlbüschel. In dem Falle, 
wo das ternäre Gebiet aus den Strahlen eines Bündels besteht, wird dasselbe 
auf einen festen Strahl desselben bezogen u. s. f. 

Ebenso wird, wenn vier Variabein zu Grunde liegen, durch u(x l ) = 0, 
u (a) = das Element x\ „auf a bezogen dargestellt/' in einem ternären Ge- 
biet gelegen, während die Adjungirung zweier Gleichungen «*(a) = 0, «(/?) = 
ein binäres Gebiet hervorbringt. Durch diese einfache Betrachtung werden 
wir über abhängige Elementenpaare in einem Gebiete dadurch Aufschluss 
erlangen, dass wir ein ebensolches in einem Gebiet niederer Stufe ge- 
legenes ableiten. 
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Wir beginnen mit dem einfachsten Falle. Sechs Punkte x\ jj 2 , ... x 6 
liegen nur dann auf derselben Curve zweiter Ordnung, wenn ihre Coordi- 
naten einer gewissen Bedingung genügen. Diese tritt unter verschiedenen 
algebraischen Formen auf, von denen besonders naturgemäss, weil der 
grössten Verallgemeinerung fähig, diejenige erscheint, welche aussagt, dass 
die Coordinaten solcher sechs Punkte einer Identität der Form 

(12.) %y{x 1 ) + x 2 u 7 (x 7 ) + --- + x (i u 7 (x V) ) = 
zu gentigen haben. Es ist dies bekanntlich der einfache Ausdruck dafür, 
dass x l , ... x G Nullpunkte derselben quadratischen Form sind *). Eine 
andere Form der Bedingung bildet den Ausgangspunkt für die synthetische 
Behandlung der Kegelschnitte. Die Reduction dieser verschiedenen Formen 
auf einander ergiebt sich leicht durch folgende Betrachtung: Die Polari- 
sirung der Gleichung (12.) mit Hülfe neuer Grössen v l v 2 v z . ergiebt die 
Identität 

(13.) x l u{x 1 ).v(x l )+x 2 u(x 7 ).v(x 7 ) + ---+x 6 u(x (i ).v(x G ) = 0, 
(weiche aussagt, dass x l x l , x 7 x 7 , ... x*x 6 als ein abhängiges System an- 
zusehen sind). Bezeichnet man nun mit u(x { ) = die Gleichung des Punktes 

af, „bezogen auf a? 6a , ferner durch c(x , ) = die des Punktes x i bezogen 
auf x°, so ergiebt sich aus (13.), wenn man die Grössen u, v resp. durch 
die Gleichungen u (x 6 ) = 0, v (x 6 ) = bindet, die neue Relation 

(14.) x 1 u(x l ).v{x 1 ) + x 2 u(x 7 ).v(x 7 ) + x z u(a^).v{a^) + x 4 u(x Ji ).v(x*) = 0, 
d. h. : „Sind x\..x 6 sechs Punkte eines Kegelschnitts, so bilden x 1 x 7 x* x* resp. 
bezogen auf x s x 6 , ein System von vier abhängigen Paaren (binär)" oder 

(15.) x s (x l x 7 x 3 x*) 7\~ x G (x l x 7 x 3 x 4 ) w. z. b. w. 
Aber auch die Umkehrung lässt sich mit Hülfe derselben Methode leicht 
beweisen. Denn besteht zwischen sechs Punkten die Relation (15.), so 
setzt sich dieselbe direct in die lineare Identität zwischen x 1 x 7 x i x* um, 
wenn man sie einmal auf a? 5 , dann auf x 6 bezieht, d. h. aus (15.) folgt die 
Gleichung (14.). Diese sagt aber aus, dass der ternäre Ausdruck 
x Y u (x 1 ) . v (x 1 ) + x 2 u (x 7 ) . v (a? 2 ) + x 3 u (a? 3 ) . v (x 3 ) + x 4 ti (a? 4 ) . v (a? 4 ) 
identisch verschwindet, sobald ti(a: 5 ) = und v(x 6 ) = Q ist, folglich kann 
'man setzen 

x 1 u(x 1 ).v(x l ) + x 2 u(x 7 ).v{x 7 ) + x^u(x 3 ).v(x 3 )+x i u(x A ).v(x A ) = Au(x 5 )+Bv(x G ), 
wo A, B lineare Formen resp. in v, u allein bedeuten. Schreibt man daher 

*) Vgl. Hesse, Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie, Leipzig 1866. 
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—X 5 v(rj) für A 9 — * 5 t*(£) für B, so ergiebt sich zunächst 

(16.) 2 xMx^.vix^ + huix^.v^ + ^u^.eix 6 ) = 0, 
und daraas durch Vertauschung von « mit e und Subtraction: 

1 1 

wo («ir) 1 = «i 2 €>3— «3 »2 , (ttr) 2 = tt 3 ©i— tii© 3 etc. gesetzt ist. Hieraus folgt aber 
zunächst, dass die Grössen (x 5 i?) t proportional sind den (§x% 9 d. h. dass 
§, tj Punkte der Geraden (a: 5 , x 6 ) sind, und wenn man sodann 

u{S) = Qu(x 5 ) + au(x% f>{ri) = Q t f>(^) + a , f>(x (i ) 
setzt, die Gleichung a'A 5 + pi c = 0. 

Durch Einsetzung dieser Werthe fllr |, r\ in (16.) resultirt aber, 
wenn man noch vorher l s .f)' = x s , ^.(7 = ^6 setzt, die Gleichung 

2 Xtu{p#) .9 {?£) = 
1 

und hieraus durch Gleichsetzung der Variabein u 9 v die gesuchte Relation (12.). 

In dem hier vorgeführten einfachsten Falle wurde vermittelst der 
eben angegebenen Methode zuerst von einem abhängigen Systeme eines 
ternären Gebiets auf ein ebensolches im binären geschlossen, Während der 
zweite Theil des Beweises umgekehrt zeigt, wie auch von abhängigen 
Systemen eines niederen Gebiets zu solchen eines höheren übergegangen 
werden kann. Die gleiche Methode soll nun dazu benutzt werden, um über 
abhängige Systeme von sechs Punktepaaren (in Bezug auf eine bilineare 
Form), wie sie am Schlüsse des §. 3 auftraten, Aufschluss zu erlangen. 
Sechs Punktepaare x x y l 9 ... x°y 6 nannten wir dann ein abhängiges System, 
wenn sie eine Gleichung von der Form 

(17.) ^M^)^(y 1 ) + ^u(x').v{y 7 ) + '- + x ti n(x (i ).v(y 6 ) = 
identisch erfüllen. Fasst man auch hier die binären Gebiete auf, welche 
entstehen, wenn man einerseits die Punkte x l auf x\ und andererseits 
die Punkte y l auf y 6 bezieht, und bezeichnet die Gleichung des aus 

resp. x { 9 y l hervorgehenden Elements wie oben durch u(x { ) = , t>{y l ) = 0, 
so folgt aus (17.), wenn man ti(a? 5 ) = 0, t5(y n ) = setzt: 



(18.) *i«(*0.t>(y l )+* a i^ = 0, 

oder was dasselbe bedeutet 

(19.) ^(«Va^ÄfVfV» 4 )- 
Ebenso ergiebt sich, wenn man die Paare 1, 2, 3, 5 resp. auf # 4 , y 6 bezieht, 
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die Relation 

(20.) x\x l x 2 x 3 x') a" y«(y l y 7 y*y>). 

Sieht man daher die Punktepaare 1, 2, 3, 4, 5 als gegeben an, so liefern 
die Gleichungen (19.), (20.) die Mittel, um y 6 zu construiren. Denn ver- 
möge (19.) ist y 6 auf einen bestimmten Kegelschnitt beschränkt, der durch 
y l y 7 y*y A geht und auf dem diese einen gegebenen Werth des Doppel Ver- 
hältnisses besitzen, während nach (20.) y 6 auf einem bestimmten Kegel- 
schnitt gelegen ist, der durch y l y*y z y* geht. Da drei Schnittpunkte dieser 
Kegelschnitte gegeben sind, so ist der vierte y 6 eindeutig bestimmt und 
linear construirbar. Beide Gleichungen (19.) und (20.) lassen sich zu- 
sammenfassen in 

(21.) »«WsW) A (* l tfVaV). 
Die Doppelverhältnisse der rechts stehenden fünf Elemente sind so zu be- 
rechnen, dass diese als Punkte des durch sie eindeutig bestimmten Kegel- 
schnitts zu verstehen sind. Ebenso ist x 6 eindeutig bestimmt durch die Relation 

(22.) x«{a?x>x>x*x*)-^Wy*y*y*y>) *). 

Hierdurch ist die Lage des sechsten abhängigen Punktepaares vollkommen 
definirt Die Formeln (21.), (22.) zeigen, dass das abhängige sechste Paar 
dieselben Eigenschaften besitzt, wie ein von Sturm auf anderem Wege 
erlangtes **). 

Aus dem Begriffe der linearen Abhängigkeit ergeben sich einige 
bemerkenswerthe Folgerungen durch Specialisirung der Formen f(x 9 y). 

Irgend fünf Punktepaare x x y l , x 2 y 7 , ... x 5 y s , in derselben Ebene 
gelegen, bestimmen bekanntlich (als Nullpaare) eine symmetrische bilineare 
Form F{x, y) eindeutig. Jede Form aber, welche jene zu Nullpaaren hat, 
wird auch durch das abhängige sechste annuiiirt, d. h. 

Satz. „Ein abhängiges System von sechs Punktepaaren (in derselben 
Ebene) repräsentirt sechs conjugirte Punktepaare einer Curve zweiter Ordnung. 44 



*) Auch durch directe Rechnung, aber nicht ebenso einfach in der Methode 
lassen sich die Gleichungen (19.), (20.) etc. aus (17.) ableiten. Man hat nur zuerst 
in (17.) zu setzen u { = (x% x*) iy «i = (y 8 , y 3 )»; alsdann ein zweites Mal ti t = (a? 4 , <r% 
t>,. = (y 6 , y A )i, dann ergeben sich die Gleichungen 

x^x'x'Wy'y^ + x^x'x'x'XyYy*) = 0, 

xfr'x'x'Xy'y'y^ + xXx'x'x'Wyy) = 0, 

aus denen durch Elimination von *,, x 8 direct die Gleichung (19.) hervorgeht 

**) Sturm nennt das Punktepaar, welches die Gleichungen (21.), (22.) befriedigt, 
das den fünf Punktepaaren „verbundene." Vgl. Math. Ann. Bd. I pag. 536. 
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Versteht man wieder unter x\ y* Punkte derselben Ebene und gehen 
die flinf Geraden (a^y 1 )^ 2 , y 2 )...(a*, y 5 ) durch einen und denselben Punkt 
a, so sind die {af 9 y 1 ") Nullpaare der alternirenden Form (<*xy), folglich gilt 
auch der 

Satz. „Gehen die flinf Geraden (x*, y*) (i = 1, 2, 3, 4, 5) durch einen 
Punkt a, so liegt auch das abhängige sechste Paar (x 6 , y 6 ) auf einer durch 
a gehenden Geraden." 

Jedem dieser Sätze entspricht ein anderer, sobald den Elementen 
x 9 y ein anderes Substrat zu Grunde liegt Versteht man unter x 9 y Ge- 
raden in derselben Ebene, so ergiebt sich die Definition des aus fünf Paaren 
folgenden abhängigen sechsten Geradenpaares ebenfalls vermittelst der Glei- 
chungen (21.), (22.), und man hat: 

„Sechs abhängige Geradenpaare bilden (in einer Ebene) conjugirte 
Geradenpaare einer und derselben Curve zweiter Klasse." — „Schneiden 
sich fünf Geradenpaare (x'y 1 ) auf einer und derselben Geraden a, so trifft 
sich das abhängige sechste ebenfalls auf a." 

Versteht man unter x einen Punkt, unter y eine Gerade derselben 
Ebene, so giebt es eine bilineare Form von besonderer geometrischer 
Bedeutung. Irgend zwei Elemente nämlich befinden sich stets „in ver- 
einigter Lage" (der Punkt x liegt in der Geraden y), sobald sie ein Null- 
paar der Form 

A*> y) = ** yi+ x * y*+ x * y* 

bilden. Daraus folgt in Verbindung mit dem oben Gesagten der 

Satz. „Liegen die fünf Punkte x l x 7 ...x s resp. in den fünf Geraden 
y 1 y 2 . . . y 5 , so liegt auch der abhängige sechste Punkt x 6 in der abhängigen 
Geraden y 6 " *). 

Die Elemente x, y können auch als Strahlen zweier Strahlenbündel 
mit den festen Centren a, ß angesehen werden. Die Bedingung dafür, dass 
ein Strahl x und ein Strahl y sich treffen, stellt sich als bilineare Gleichung 
dar; d. h. derartige Strahlenpaare sind Nullpaare einer gewissen bilinearen 
Form; daraus folgt der 

Satz. „Treffen die Geraden x l x 7 ...x & des Bündels a resp. die Ge- 
raden y 1 y 2 ...y s durch ß, so begegnet sich auch das abhängige sechste Paar 
x 6 , y 6 in einem Punkte." 

*) Herrn Schroeter ist es, wie ich durch mündliche Mittheilung weiss, gelungen, 
diesen Satz auch durch rein geometrische Methoden zu beweisen. 
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§.5. 
Die im vorigen Paragraphen erlangte Construction des abhängigen 
sechsten Punktepaares hatte zur Voraussetzung, dass fünf willkürlich ge- 
legene Paare (x\ y 1 ), ... (x s 9 y 5 ) sich durch ein sechstes (x 6 , y 6 ) so ergänzen 
lassen, dass die Gleichung 

i 
identisch erfüllt wird, und diese Annahme war durch den vorher bewiesenen 

Satz begründet, dass in einer fllnfgliedrigen Gruppe von bilinearen 

Formen sechs specielle enthalten sind. In diesem Paragraphen soll die 

Methode des vorigen ihre Ergänzung dadurch finden, dass unabhängig von 

dem zuletzt angeführten Satze, direct der Beweis geführt wird, dass das 

durch die Gleichungen (21.), (22.) eindeutig definirte Punktepaar mit den 

fünf gegebenen wirklich ein abhängiges System bildet. Hierbei wird wiederum 

die Schlussweise von einem niederen (binären) zu einem höheren Gebiet 

führen. Zugleich wird dadurch der vielleicht noch möglich gebliebene 

Einwand beseitigt, dass fünf beliebige Punktepaare eine specielle fttnfglie- 

drige Gruppe bilden könnten. 

Satz. „Sind (x\y x ), (x 2 , y 2 ), (x 3 , y 3 ), (a? 4 , y 4 ) vier Punktepaare und 
werden resp. die Punkte x b 9 y 6 derart gewählt, dass die Beziehung statt- 
findet 

(23.) a^Va^ÄtfVtfVA 
so kann man in den beiden Gebieten noch je einen Punkt £, rj so bestimmen, 
dass die sechs Punktepaare (x l y l ), ... (x*y*), (a: 6 ^), (£y 6 ) ein abhängiges 
System bilden. 44 

Beweis. Bedeuten u (x*) = , t> (y 1 ) = wiederum die Gleichungen 
der Punkte x\ y* resp. auf x b , y 6 bezogen, so setzt sich die Beziehung 
(23.) unter Einführung der Constanten x t in die Gleichung um 

%iu(x').v(y x ) + x 2 u(x 7 ).v(y 2 ) + x z u(x i ).f)(y*)+XiU = 0, 

4 

d.h. der bilineare Ausdruck J? *, w (#*") e (y verschwindet identisch, sobald 
zwischen den Grössen u, t> die Gleichungen erfüllt sind u (a? 5 ) = 0, t> (y 6 ) = 0. 
Man kann deshalb, ebenso wie beim Uebergang von Gleichung (15.) zu 
(16.), auch hier folgern, dass zwei Punkte S, r\ existiren müssen, so dass 
die Identität statthat 

(24.) ZxMx^vW + XsuWvW + XeU&viy«) = 0, w. z. b. w. 

33* 
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Wir construiren nun zu fünf Punktepaaren (a? 1 ^ 1 )) ... (a? 5 y 5 ) das sechste 
vermöge der Gleichungen (21.), (22.). Zunächst ist y 6 bestimmt durch die 
Relationen 

i!WjW)ä*V*v* 4 ), 

^(yyyy^VtfVtf 5 ). 

In Folge der ersten dieser Gleichungen giebt es nach dem voranstehenden 
Satz« ein Punktepaar £??, so dass man setzen kann 

(25.) ^^u^viy^+xM^^+^M^iy 6 ) = 0. 
Ebenso folgt aus der zweiten Gleichung 

(26.) ^l,ii(^(»0 + ^«(^W) + ^«(O^(^ = 0. 
Umgekehrt ergiebt sich aber, wenn man die Elemente x auf a? 9 y auf y° 
bezieht, aus (25.) die oben vorausgeschickte Gleichung 

iWiW)7\*V*Va> 4 ), 
während aus (26.) die neue Relation hervorgeht 

y\y'yYv')~K* 5 (x l x 7 * 3 x% 

Beide Gleichungen vereinigt zeigen, dass die beiden Elemente y*, rf auf y 6 
bezogen, ein und dasselbe Element ergeben, d. h. die Punkte y 6 y*t]' liegen 
in einer Geraden. 

Ersetzt man, wie es sonach gestattet ist, t>(rf) durch die lineare 
Verbindung (>0(y 4 ) + <Jf>(y 6 ), so nimmt (26.) die Gestalt an 

woraus dann sofort, wenn 

und an Stelle von p.* 4 wieder der Buchstabe A 4 gesetzt wird, die Form 
hervortritt 

(27.) A I ti(x 1 )f ? y)+A 2 ti(a: 2 )ry) + ... + ^fi(x 6 )f > (y 6 ) = 0. 
Damit ist direct nachgewiesen, dass sich zu fünf Punktepaaren ein sechstes 
so hinzufügen lässt, dass dieselben einer Gleichung (27.) genügen, w. z. b.w.*). 
Die Identität (27.) bleibt offenbar erhalten, wenn t>(y*) durch f>(y s )+/uf>(y*) 
und gleichzeitig u(x 6 ) durch u(x 6 ) + vu(x 5 ) ersetzt wird, wofern die Relation 
l s .u + l 6 .v = Q besteht. Dies ergiebt den 



*) Hierdurch dürften die Bedenken als erledigt anzusehen sein, welche kürzlich 
gegen diesen Satz geäussert wurden. 
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Sali. „Hält man in einem abhängigen System von sechs Punkte- 
paaren (x'y*) die Punkte x*y l , x 2 y 2 , x*y z 9 x*y A , x s , y 6 fest und bewegt x 6 
auf der Geraden (x s , x 6 ), so beschreibt gleichzeitig y s eine projectivische 
Punktreihe auf der Geraden (y s , y%" 

Bilden ( x l , y l ), (x 2 , y 2 ) , ... (x\ y 1 ) ein abhängiges System von sieben 
Punktepaaren, so dass eine Identität 

Xiu(x l )f>(y l ) + x 2 u(x 7 )t>(y 2 ) + .--+xM* 7 >(y 7 ) = 0* 
besteht, so bleibt dieselbe ungeändert, wenn gleichzeitig y 6 , y\ x* resp. 
ersetzt werden durch Qy s +y G , <*y s +y 7 9 rx 6 +a)x 7 +x 5 , und die Relationen 
bestehen: x s t+x 6 q = 0, x s oo + x 7 o = 0. Die beliebig gewählten Werthe von 
(j, a bestimmen somit t, w eindeutig, und es ergiebt sich der 

Satz. „Hält man in einem abhängigen System von sieben Punkte- 
paaren (a?*y) die Punkte x x y x > x 2 y 2 , x z y 3 , x*y*, y 5 , a: 6 , x 1 fest und lässt 
y*, y 1 die Punktreihen (y 5 , y 6 ), (y 5 ,y 7 ) beschreiben, so entspricht jedem 
Punktepaar y 6 , y 1 eine bestimmte Lage des Punktes x 5 . Bewegen sich 
y 6 , y 7 auf ihren Punktreihen projectivisch, so ist der Ort von x* eine Curve 
zweiter Ordnung. 44 

§.6. 

Wir wollen, bevor der Uebergang zu bilinearen quaternären Formen 
stattfindet, noch in Kürze die Abänderungen erwähnen, welche die ange- 
wandte Methode erleidet, wenn die Elemente zweier Gebilde allein in Be- 
zug auf symmetrische bilineare Formen in Betracht gezogen werden. Die 
Resultate, welche sich hierbei ergeben, können keine anderen sein, als die 
in der Theorie der Curven zweiter Ordnung und ihrer conjugirten Punkte- 
paare wohlbekannten*), nur scheinen dieselben sich noch einfacher unter 
denselben allgemeinen Gesichtspunkt bringen zu lassen. 

In einem „involutorischen System" — so wollen wir die hier allein 
in Betracht kommenden, auf symmetrische Formen bezüglichen nennen — 
giebt es bekanntlich zu zwei Punktepaaren x l y l , x 2 y 2 schon ein abhängiges 
drittes, so dass man hat 

(28.) ^itt(a? l ).fi(y l ) + ^ 2 fi(a: ? ).ti(y 2 ) + ^w(a? 3 ).ttC» 3 ) = 0. 
Um über die gegenseitige Lage dieser sechs Punkte (in derselben Ebene) 

Aufschluss zu erlangen, werden wie oben sämmtliche Punkte auf einen 



*) Vgl. P. Serret, G6om6trie de direction, sowie die Arbeit des Verfassers „Ueber 
Systeme von Kegelschnitten" Math. Annalen, Bd. VI. 
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derselben , etwa a: 3 , vermittelst der Gleichung u (a? 3 ) = bezogen ; die re- 
sultirende Gleichung 

x 1 u(x l ).u(y t ) + x 2 u(x 2 ).u(y 2 ) = 

zeigt, dass die beiden anderen Punktepaare 1, 2 ein abhängiges (binäres) 
System bilden, d. h. das Punktepaar x l x 2 erscheint von rc 3 als dasselbe wie 
y x y 2 (oder x A y 2 wie x 2 y x \ oder x 2 ist der Schnittpunkt (x l x\y x y 2 ). Ebenso 
ist y z identisch mit (x l y 2 1 x 2 y l ) 1 d. h. „ein dreigliedriges abhängiges involu- 
torisches System besteht aus den Gegenecken eines vollständigen Vier- 
sens." Aber auch die Umkehrung ist aus denselben Principien leicht be- 
weisbar. Denn erscheinen x x x 2 , y l y 2 von a? 3 aus als ein Paar, so ist für 
u(x 5 ) = identisch 

Xiu(x l ).u(y l ) + x 2 u(x 2 ).u(y 2 ) = 0, d.h. x l u(x l ).u(y l ) + x 2 u{x 2 ).u(y 2 ) 

ist durch u(x*) algebraisch theilbar u. s. w. 

Bilden vier Punktepaare eines involutorischen Systems (ar'y 1 ), ... (a?V) 
ein abhängiges System, so hat man 

woraus man ohne weiteres abliest, dass drei dieser Punktepaare auf einen 
Punkt (x 4 ) des vierten „bezogen" ein (binäres) abhängiges System bilden, 
oder den bekannten Satz, „dass vier abhängige conjugirte Punktepaare 
einer Curve zweiter Ordnung so gelegen sein müssen, dass drei derselben 
von einem Punkte des vierten aus gesehen, als Punktepaare einer Involution 
erscheinen." 

Allgemein können wir sagen: Abhängige Systeme von p Punkte- 
paaren führen auf ebensolche von p —2 Paaren im binären System, während 
in involutorischen Systemen die Zahl der Paare sich um Eins (von 3 auf 2, 
von 4 auf 3) erniedrigt *). 

§•7. 
Da der im §. 3 aufgestellte Begriff zweier conjugirter ternärer (bi- 
linearer) Formen, sowie die unmittelbar gezogenen Consequenzen des- 
selben, sich ohne Weiteres auf quaternäre Formen ausdehnen lassen, 

*) Eine erschöpfende Untersuchung über die Bestimmbarkeit der Beziehung 
f(x,y) = 0. durch acht Daten, welche sich aus Nullpaaren von f(x,y) und solchen 
einer andern zu ihr in einfacher Beziehung stehenden Form zusammensetzen, verdankt 
man Herrn Hirst (London Math. Soc. Vol. V; pag. 40—70). 
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so genügt es, beim U ebergange zu den letztgenannten einfach auf jene 
hinzuweisen. Wir werden die alte Bezeichnung festhaltend unter x i den 
Punkt (x[a^Xix{)j unter u(x*) = die Gleichung desselben verstehen. Jedes 
Nullpaar xfy* einer bilinearen Form f{x,y) repräsentirt wiederum eine 
specielle conjugirte Form, und ein System von p Punktepaaren (a?V), 
(x 7 y 2 ), ... (afy p ) heisst auch hier ein abhängiges, sobald dieselben, als 
Formen aufgefasst, eine (p— l)-gliedrige Gruppe bilden, d. h. sobald sich 
die Identität herstellen lässt: 

Indess soll hier im quaternären Gebiet nur ein bemferkenswerthes abhängiges 
System hervorgehoben werden, dessen Specialisirung auf einen bekannten 
Satz führt. 

Satz. „Sind {x x y x \ (a? 2 y 2 ), ... (x 6 y 6 ) sechs Punktepaare im Räume 
und kennt man zwei Punkte x\ y 8 , auf welche resp. bezogen jene sechs 
ein abhängiges System (im ternären Gebiet) bilden, so giebt es noch ein 
zugehöriges Punktepaar x 8 , y 1 derart, dass die Punktepaare (a?y), ... (#V)> 
(x s y 6 ) ein abhängiges System im Räume bilden, d. h. dass man setzen darf 

(29.) x 1 u(x l ).v(y 1 ) + x 2 u(x 2 ).t>(y 7 ) + ...+*M* 1 )My 7 )^^^ = 0; 

es besteht alsdann die merkwürdige Beziehung, dass irgend sechs derselben 
resp. auf das x des siebenten und das y des achten Paares „bezogen 4 ' als 
abhängige Paare erscheinen." 

Der Beweis ergiebt sich sogleich vermittelst der schon mehrfach an- 
gewandten Methode. Bezeichnet man nämlich mit ufö) = die Gleichung 

des Punktes x { auf x 1 bezogen, während v(y { ) = die des Punktes y i auf 
y s bezogen darstellt, so ist nach der Voraussetzung des Satzes identisch 
zu setzen: 



£*<%&). f>(y { ) = 0, 

6 

d. h. der quaternäre Ausdruck £x i u{x i ).f>{y i ) lässt sich auf die Form bringen 

wo A, B lineare Formen resp. von u, t> allein bedeuten. Setzt man aber 
il = -x 7 t>(y 7 ), B = — x 8 ti(a? 8 ), so ergiebt sich die zu beweisende Identität 
(29.) von selbst. 

Der zweite Theil des obigen Satzes wird jetzt sofort als richtig 
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erkannt, da aus (29.) eine lineare Identität zwischen sechs Paaren übrig 
bleibt, wenn n (a?) = 0, v (y k ) = gesetzt wird *). 

Die Gleichung (29.) bleibt erhalten, wenn man in ihr u(x s ), ©(y 6 ), 
*(» 7 ), e(y 8 ) resp. durch u(x 5 )+qu(x 6 )+ou(x 7 )+tu(x 8 ), €>(» 6 )+(>'0(A v(y 7 )+o'v(y% 
f)(y*)+T'i>(y s ) ersetzt, und zwischen den sechs Parametern die Gleichungen 
bestehen lässt *5P + * 6 p' = 0, x & a4-x 7 a' = 0, ^ 5 T+^ 8 T i = 0, d.h. 

I. „Hält man in einem abhängigen System von acht Punktepaaren 
(a?*y) die Punkte x x y\ afy 2 , x 3 y 3 , afy 4 , y 5 , a> 6 , x\ x* fest, so kann man die 
Punkte y 6 , y\ y 8 beliebig auf den Geraden resp. (y 5 , y 6 ) 1 (y 5 , y 7 ), (y 5 , y 8 ) 
wählen; der Punkt x 5 ist alsdann eindeutig bestimmt. 44 

Setzt man oben r' und folglich auch t = 0, so ergiebt sich : 

II. „Bleiben in obiger Figur x l y\ x 7 y 7 1 a?y z , a? 4 y 4 , x 8 y 8 , y 5 , x 6 , x 1 
fest, so kann man y 6 , y 7 beliebig je auf den Geraden (y 5 , y 6 ), (y 5 , y 7 ) wählen, 
der zugehörige Punkt x 5 liegt dann stets auf einer festen Ebene durch 

rr 5 rr 6 rr 7 a 

Setzt man endlich sowohl r' als o f und folglich auch r und a gleich 
Null, so ergiebt sich: 

III. „Bleiben x l y\ x 2 y 2 , x*y z , afy 4 , x 7 y\ x 8 y 8 , y 5 , a? 6 fest, so durch- 
laufen y 6 und x 5 projectivisch die Punktreihen auf den Geraden (y 5 , y 6 ), 
(a? 5 , a? 6 ). Besitzt man somit in a? 6 , y 5 zwei Punkte, auf welche bezogen resp. 
die sechs Paare (aty 1 ), {x 7 y 7 ), (a^y 3 ), (a?V)> (a? 7 y 7 )> (a?V) ein abhängiges 
(ternäres) System bilden, so giebt es je eine Gerade durch a; 6 , y 5 , so dass 
jeder Punkt der einen und ein ihm projectivisch zugeordneter der anderen 
dasselbe leisten, wie x 6 , y 5 . 44 

Jede bilineare Form, welche sieben der betrachteten acht Punkte- 



*) Hiernach macht es auch keine Schwierigkeit, abhängige Systeme von acht 
Punktepaaren im Räume zu construiren. Man stellt zu diesem Behufe in irgend einer 
Ebene ein abhängiges System von sechs Punktepaaren (l 1 ^ 1 )» (1**7*) > ••• (Ü* 1 ? 6 ) ^ er - 
Zieht man dann durch irgend zwei Punkte des Raumes x\ y H resp. die Strahlen 
(x 7 £), (x 7 !*), . . . (a? 7 £ 6 )? (y V)« (y V)i • • • (y V) und wählt der Reihe nach auf diesen 
je einen Punkt x\ a?*, ... x 6 ; y\ y*, ... y 6 , so bilden diese zweimal sechs Punkte 
resp. auf x 7 , y b bezogen ein abhängiges System. Die noch fehlenden Punkte a; 8 , 
y 7 , welche die acht Paare (x l y l ), ... (x 7 y 7 ), (x H y*) zu einem abhängigen System 
machen, bilden projectivisch entprechende Punkte zweier Geraden resp. durch x 7 , y 8 . 
Betrachtet man nämlich in den Strahlenbtlndeln (x 7 ), (y°) die fünf Strahlenpaare 
(x 7 x\ y*y l ), (x T x\ yV)» ... (x 7 x* y y*y h ), so bestimmen dieselben ein abhängiges sechstes 
Paar, etwa (x 7 ]>, y*rj). Auf dem ersten derselben (a? 7 , g) kann offenbar der Punkt x B 
beliebig gewählt werden (der Strahl (jy^rf) geht durch y 8 ). Der zugehörige Punkt y 7 
ist dann leicht gefunden. 
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paare zu Nullpaaren hat, wird auch durch das achte annullirt; da nun die 
Nullpaare einer symmetrischen Form immer als conjugirte Punktepaare 
einer Fläche zweiter Ordnung angesehen werden können, so folgt der 

Satz : „Acht Punktepaare, welche ein abhängiges System bilden, sind 
so beschaffen, dass sie in Bezug auf jede Fläche zweiter Ordnung conjugirt 
sind, welche sieben derselben zu conjugirten Punktepaaren hat." 

Auch die Bedingungen, dass die Gerade (x, y) einem linearen Complex 
angehört, sowie die, dass ein Punkt x und eine Ebene y in „vereinigter 
Lage" sich befinden, fuhren auf bilineare Gleichungen zwischen x, y, und 
man hat daher den 

Satz : „Gehören sieben der acht Geraden (x l , y l \ (x 2 , y 2 \ . . . (x 8 , y 8 ) 
demselben linearen Complex an, so enthält dieser auch die achte Gerade." 

Die Aufgabe, zu sechs gegebenen Punktepaaren (x\ y 1 ), (x 2 , y 2 ), ... (x° 9 y G ) 
zwei Punkte x\ y 8 so zu bestimmen, dass sie von diesen aus resp. als ab- 
hängige Systeme (im ternären Gebiet) erscheinen, führt auf vier zu er- 
füllende Bedingungen. Daraus folgt, dass keiner der beiden Punkte (x 7 
oder y 8 ) beliebig gewählt werden darf. Es wird sich vielmehr für x 7 , y 8 
je eine Fläche als Ort ergeben; jede dieser beiden Flächen ist, wie aus 
Satz III. hervorgeht, eine geradlinige. 

Diese merkwürdige Configuration von acht Punktepaaren führt auf 
einen bekannten Satz, wenn man jedes Punktepaar in einen Punkt zusammen- 
fallen lässt, d. h. sobald x i = y i angenommen wird. Geht man nämlich von 
sechs zusammenfallenden Paaren {x x > x 1 ) , ... {x*, x 6 ) aus und stellt sich 
die Aufgabe, dieselben auf zwei Punkte x 7 > y 8 so zu beziehen, dass sie ein 
abhängiges System bilden, so ist es in diesem Falle erlaubt, einen dieser 
Punkte, etwa x 1 beliebig zu wählen. Denn fasst man die Punkte x*x*x*af i x 7 
das eine Mai als Punkte des x- Raumes auf und bezieht sie auf x\ ein 
anderes Mai als Punkte des y -Raumes und bezieht sie auf x\ so gelangt 
man zu fünf Elementenpaaren zweier ternären Gebiete, denen ein abhängiges 
sechstes zugehört. Denkt man sich die Elementenpaare zunächst durch die 
Strahlenpaare (x l x*,x 2 x 3 ) ) (x x x* 9 x 2 x% ... (x l x 7 ,x 2 x 7 ) repräsentirt , so sind 
je zwei Strahlen eines Paares so beschaffen, dass sie sich treffen. Daraus 
folgt aber, dass auch das abhängige sechste Paar sich trifft. Nennt man 
ihren Treffpunkt x 8 , so bilden die sechs Punkte a? 3 , x K > x*, x G , x 1 , a? 9 je 
auf x\ x 2 bezogen, ein abhängiges System, d. h. es besteht eine Identität 
(30.) x,^).^) + x 4 ^).^)+...+x % ^).^) = 0, 
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wenn wir durch w(x*) = 0, 0(2') = die Gleichung des Punktes x i resp. 
auf x\ x 1 bezogen darstellen. Der Uebergang vom ternären zum quater- 
nären Gebiet liefert daher die Relation 

(31.) jJ^ti^O.r^j+^w^j.r^ + ^ii^^^ = 0. 

Beachtet man nun, dass der links stehende Ausdruck in seinem ersten Theil 
in Bezug auf u, x> symmetrisch erscheint, so folgt durch Vertauschung 
dieser Buchstaben und Gleichsetzung 

(31V) ku(x l ).9(S) + l t M(P).9(^) = l g *{x l ).u(§)+l>9 &).*&) 
und dies giebt, wenn wir in der häufig gebrauchten Weise durch (ab) t . . . (ab) 6 



die Determinanten des Rechtecks 

6 6 



a i a t «3 Ü A 

b i b t 6, b A 



bezeichnen, die Identität 



i i 

Da hiernach auf das Bestehen der sechs Gleichungen 

(32.) i, (*'£), = 4, (*»{% • = 1, 2, ... 6 

zu schliessen ist, so darf zunächst, da x l x 7 SS f in einer Geraden liegen 
müssen , v (£) = p t> (x l ) + q v (x 2 ), u (?) = r u (x l ) + * u (x 7 ) gesetzt werden. Die 
Einsetzung dieser Werthe für £, £* in (32.) liefert alsdann die Relation 
?*i+ril 2 = 0, nnd mit deren Hülfe geht aus (31.), wenn pl t =:x u 8X2 = ^2 
gesetzt wird, die Gleichung hervor: 

(33.) ^ 1 ti(o:0.r(xO + ^tt(x ? ).f?(x 2 ) + ...+x 8 ii(a? 8 ).f?(a? 8 ) = 0, 

d. h. der Punkt x 8 ist (in der That) derart bestimmt, dass die acht Punkte 
x l ...x s , wenn man jeden als zusammengefallenes Punktepaar auffasst, ein 
abhängiges System bilden (woraus als selbstverständlich folgt, dass irgend 
sechs derselben, resp. auf den siebenten und achten bezogen, ein abhängiges 
System ergeben). Setzt man noch in (33.) t> = u, so zeigt die sich er- 
gebende Form der Gleichung 

(34.) l*,V(a?0 = 0, 

dass solche acht Punkte das Schnittpunktsystem dreier Flächen zweiter 
Ordnung bilden. 

Es wird genügen darauf hinzuweisen, dass auch die Umkehrung 
richtig ist, d. h. 

„Sind x l 9 x 2 , ... x 8 das Schnittpunktsystem von drei Flächen zweiter 
Ordnung, so bilden irgend sechs von ihnen, resp. auf die beiden übrigen 
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bezogen, ein abhängiges System," da aus (34.) durch Polarisirung die Glei- 
chung (33.) hervorgeht, aus welcher der Satz abzulesen ist *). — Auf abhängige 
Systeme von neun und mehr Punktepaaren gehen wir hier nicht ein. 

§.8. 

Aehnlich, wie für ternäre Formen in §. 6 geschehen, sollen hier in- 
volutorische quaternäre Systeme einer besonderen Betrachtung unterzogen 
werden. Da die Principien der voranstehenden Paragraphen hier in specieller 
Weise zur Verwendung kommen, so gentigt es, nur noch darauf hinzuweisen, 
dass es sich hier um keine anderen Fragen handelt, als wie sie schon bei 
Gegentibersteilung von quadratischen Formen mit einem System von Va- 
riabein auftreten. 

Ist 

*/ \ ^. /* = 1« 2 » 3, 4\ 

f(?> y) = 2p*i**yi> \ x = ^ 2 , 3, 4/' Px) = p** 

eine symmetrische bilineare Form, so sind ihre Nullpaare bekanntlich con- 
jugirte Punktepaare der durch f(x, y) = dargestellten Fläche zweiter Ord- 
nung**). Da die Zahl der Coefficienten in f(x,y) gleich zehn ist, so 
werden gegenüberstehende conjugirte Gruppen in involutorischen Systemen 
zusammen zehn Glieder haben, und die Zahl der gemeinsamen conjugirten 
Punktepaare einer »-gliedrigen Gruppe von Flächen f, f\ ... ist gleich der 
Anzahl der zerfallenden Flächen der conjugirten (10— »)-gliedrigen Gruppe. 
Ohne im Einzelnen auf diese Fragen eingehen zu wollen, sollen hier nur 
die abhängigen Systeme von drei, vier und fünf conjugirten Punktepaaren 
behandelt werden, denen entsprechende Sätze über conjugirte Ebenenpaare 
gegenüberstehen. Wir werden mit Hülfe der früher benutzten Methode 
leicht die Frage beantworten : Wie müssen Punktepaare gelegen sein, damit 



*) Vergl. die oben citirte Abhandlung des Herrn Sturm, woselbst aus dem Be- 
griff des „verbundenen Punktepaares" derselbe Satz gefolgert wird. Die Beziehung 
der sogenannten ebenen reciproken Transformation zur Theorie der Flächen zweiter 
Ordnung ist von Herrn Schroeter zur Construction der letzteren verwandt worden in 
seiner Abhandlung „Problematis geometrici etc. a (dieses Journal Bd. 62). Zu diesem Be- 
hufe ist daselbst die Construction jener Transformation aus Nullpaaren eingehend studirt. 

**) Die lineare Identität zwischen abhängigen conjugirten Punktepaaren von 
Curven und Flächen zweiter Ordnung, welche als besonderer Fall aus dem Begriff 
conjugirter Formen folgt ist wohl zuerst von Herrn P. Serret in dessen G6om6trie de 
direction, Paris 1869 autgestellt und angewandt worden. Ich verweise auf die Fuss- 
note in meiner oben citirten Arbeit „Ueber ein Princip der Zuordnung etc. i( 

34* 
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sie als conjugirte Punktepaare einer Fläche zweiter Ordnung ein ab- 
hängiges System bilden? 

Bilden (x\ y ') , (x 7 9 y ? ) , ... (x 9 , y ? ) ein abhängiges System im ge- 
nannten Sinne, so genügen sie einer Identität 

x 1 u(x')My l ) + x 7 u(x 7 )M(y 2 ) + '^+x e u(x^).u(y^ = 0, 
und daraus folgt sogleich der allgemeine 

Satz: „Bilden (x\ y 1 ), . . . (x*,y*) ein abhängiges System (conjugirter 
Punktepaare einer Fläche zweiter Ordnung), so repräsentiren ((>— 1) von ihnen, 
bezogen auf einen Punkt des p ten Paares, ebenfalls ein abhängiges (involu- 
torisches) System; desgleichen (p — 2) von ihnen, auf je einen Punkt des 
(p— l) ten und des (p— 2) ten bezogen."*) 

Dieser allgemeine Satz wird nun, in den ersten Fällen verfolgt, 
einige Aufschlüsse über die gegenseitige Lage solcher Punktepaare ergeben. 

Der einfachste Fall eines abhängigen Systems von drei conjugirten 
Punktepaaren ist sofort erledigt. Derselbe führt auf die Gleichung 

(35.) wW.uW+xtuWMy^+xM* 3 )^) = 0, 

d. h. die beiden Paare (x l , y l ), (x 7 , y 7 ) erscheinen von x 3 (und ebenso von y 3 ) 
aus als ein und dasselbe Paar, oder x\ y 3 sind Schnittpunkte resp. der 
Geraden (x x x 7 9 y x y 7 ), (x l y 7 ,x 7 y 1 )] „drei abhängige conjugirte Punktepaare 
einer Fläche zweiter Ordnung bilden somit die Gegeneckenpaare eines voll- 
ständigen ebenen Vierseits 44 (die bekannte ebene Figur von Hesse).**) 

Bilden vier Punktepaare (x\ y 1 ), . . . (x*, y 4 ) ein abhängiges System in 
Bezug auf eine Fläche zweiter Ordnung, so sind dieselben so gelegen, dass 
drei Paare desselben, auf einen Punkt des vierten bezogen, als ein abhängiges 
System erscheinen. Ein abhängiges dreigliedriges System in der Ebene besteht 
aber aus den Ecken eines vollständigen Vierseits; es ergiebt sich also der 

Satz: „Bilden vier conjugirte Punktepaare einer Fläche zweiter Ord- 
nung ein abhängiges System, so werden irgend drei von ihnen aus einem 
Punkte des vierten in die Ecken eines ebenen vollständigen Vierseits 
projicirt 44 und zugleich die Umkehrung: 



*) Auch die Umkehrung ist richtig: „Bilden (g-1) Punktepaare (x\ y 1 ), ... (atf-^ye- 1 ) 
eines involutoriscben Systems, auf einen Punkt a?e bezogen, ein abhängiges System, 
so giebt es einen Punkt y?, derart dass die q Paare (x\y l ) : . . . (atf, y?) ein abhängiges 
System von g conjugirten Punktepaaren einer Fläche zweiter Ordnung bilden." 

**) Die obige Identität zeigt auch, dass drei Punktepaare nur dann von jedem 
Punkte des Raumes gesehen als Gegeneckenpaare eines ebenen Vierseits erscheinen, 
wenn sie selber eine solche ebene Figur bilden. 
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Safe : „Werden drei Punktepaare (x\ y 1 ), (x 7 , y 2 ), (a?> y l ) von x* aus 
in die Ecken eines vollständigen Vierseits projicirt, so giebt es noch einen 
Punkt y 4 , derart dass (x\ y 1 ) • • • ( x *> V*) e * n abhängiges System von conju- 
girten Punktepaaren bilden." 

Dieser Satz gestattet auch folgende Darstellung: 

„Giebt es einen Punkt x*, von welchem aus drei Punktepaare (x\ y 1 ), 
(x 7 9 y 2 ), (x z , y 3 ) in die Ecken eines vollständigen Vierseits projicirt werden, 
so giebt es noch einen zweiten Punkt y 4 , von welchem aus dasselbe statt- 
findet Die vier Paare (x% y 1 ) bilden dann ein abhängiges System (einer 
Fläche zweiter Ordnung). 41 *) 

Das räumliche Vierseit a? Vy'y V, dessen Gegenseitenpaare (x x x 7 9 y x y 7 )^ 
(x 7 y l 9 x l y 7 ) sind, bildet bekanntlich eine besondere Raumcurve vierter Ord- 
nung, durch welche eine zweigliedrige Gruppe von Flächen zweiter Ord- 
nung (Büschel) hindurchgelegt werden kann. Auf jeder dieser Flächen 
gehören die genannten Gegenseitenpaare den Generatrices verschiedener 
Schaaren an. Wir werden diejenige die erste (oder erster Classe) nennen, 
der die Gerade x 1 x 2 angehört; die andere heisse die zweite. Ein beliebig 
gelegener Punkt a? bestimmt mit dem Vierseit eine Fläche F, deren durch 
a? hindurchgehende Generatrices entsprechend g x , g 2 heissen mögen. Einem 
anderen Punkte y 3 mögen die Fläche und die Geraden F', g u g' 2 entsprechen. 
Sind nun die sechs Punkte (x l , y 1 ), (x 7 9 y 2 ), (a? 9 y 3 ) in die Ecken eines ebenen 
vollständigen Vierseits projicirbar, so müssen g tJ g 2 sich in einem Punkte 
treffen. Da alsdann dieser Schnittpunkt sowohl auf F als auf F' gelegen 
ist, so fallen diese beiden Flächen in eine zusammen (gleichzeitig treffen 
sich alsdann auch die Geraden g 2 , #i), d. h. die Punkte x 3 , y 3 liegen in 
dem betrachteten Falle auf derselben Fläche des durch das Raumvierseit 
bestimmten Büschels. 



*) Damit ein Punkts 4 existirt, müssen die vier Ebenen E l = (x x x*x l ), E 2 = (x l y*y*), 
E B = (aj^V), E A = (x l x % y*) (oder eine andere Combination) sich in einem und dem- 
selben Punkte treffen, und umgekehrt. Die Bedingung hierfür giebt die Gleichung 

Ol.) (*y*y)(* v y yx*y*y) + (*y*y)(*y*y)(* vyy) = o. 

Allein vermöge der bekannten Identität 

{xyxy){xW y yxxyxy)+{xyxy){xyxyxxWyy) 
+(y 1 ^ , ^ 8 y , )(^ , y>0(^^^V0+(y , ^ , ^^ , X^ , ^^ 8 »0(^V , y 8 y 8 ) = o 

folgt aus (A.) auch die Gleichung: 

(ß.) {yWxyxxy y y){xWxy)j t {yWxyxxWx^{xy y y) = o, 

welche aber nichts anderes aussagt, als dass eine andere Combination von Ebenen, 
nämlich (yVa; 3 ), (yVy 1 ), (y la? V)> (y'^V) 8 ^ gleichzeitig in einem Punkte treffen. 
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Aber auch das Umgekehrte ist richtig. Denn liegen x*> y 3 auf der- 
selben Fläche F des Büschels, so treffen sich g x , g[ in einem Punkte x* 9 
von dem aus jene sechs Punkte sich als Gegenecken eines Vierseits pro- 
jiciren. Ein Gleiches leistet dann auch der Schnittpunkt der Geraden g 2j 
9\ (y 4 )- D^ vier Punktepaare (x\ y l ) , (x 7 , y 7 ) , (x 3 , y 3 ), (x\ y 4 ) bilden ein 
abhängiges System von conjugirten Punktepaaren. 

Es hat sich somit als Resultat folgende Construction ergeben: 

„Auf einer beliebigen Fläche zweiter Ordnung construire man zwei 
geradlinige Vierseite, deren Gegeneckenpaare (x*y\ x 7 y 7 ) im ersten, (a?V , o?V) 
im zweiten heissen mögen. Solche vier Punktepaare bilden das allgemeinste 
System von vier abhängigen conjugirten Paaren einer Fläche zweiter Ordnung; jede 
Fläche, in Bezug aufweiche drei jener Paare conjugirt sind, hat auch das vierte 
zum conjugirten Punktepaar. — Irgend drei dieser vier Paare werden von 
einem Punkte des vierten aus als Gegenecken eines ebenen Vierseits projicirt" 

Liegen im Besonderen die Punkte x l x 7 a?x* auf derselben Generatrix, 
so bilden die vier Punkte y l y 2 y*y* ein Tetraeder, dessen Ebenen je einen 
der Punkte x enthalten, so dass die ganze Figur aus den vier Ecken eines 
beliebigen Tetraeders und den vier Punkten, in welchen dessen Ebenen 
durch eine beliebige Gerade getroffen werden, sich zusammensetzt Dass 
in diesem speciellen Falle zwischen den vier conjugirten Punktepaaren 
Abhängigkeit besteht, ist auch direct leicht zu beweisen. *) 

Während, wie vorauszusehen war, aus drei conjugirten Punktepaaren 
nur dann ein abhängiges viertes sich folgern Hess, wenn sie einer gewissen 
Bedingung genügten, ziehen vier beliebige conjugirte Punktepaare im All- 
gemeinen sechs weitere als nothwendige Folge nach sich. Man kann dies be- 
kanntlich einfach daraus folgern, dass in der durch die vier Punktepaare 
definirten Gruppe von Flächen zweiter Classe im Ganzen zehn zerfallende 
Flächen vorhanden sind. Man kann daher, wenn (x x , y l )...(x*, y*) beliebig 
gelegen sind, auf sechs verschiedene Arten das Paar (x b > y b ) derart bestimmen, 
dass der Identität genügt wird 

5 

£XiU(af).uQf) = 0. 

Schon aus dem ausgesprochenen allgemeinen Satze folgt daher, dass irgend 

• 

vier dieser Paare auf einen Punkt des fünften bezogen, ein abhängiges 
System bilden. Allein die Gesammtheit aller aus drei Punktepaaren eines 

*) Vgl. P. Serret, G6om6trie de direction (Paris 1869), p. 265. 
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involutorischen (ternären) Systems folgenden abhängigen Paare liegt auf 
derselben ebenen Curve dritter Ordnung und bildet Paare conjugirter Pole 
derselben (derselben Gattung) (s. Duräge, Die ebenen Curven dritter Ord- 
nung pag. 243), folglich ergiebt sich der 

Satz: „Das aus vier conjugirten Punktepaaren einer Fläche zweiter 
Ordnung folgende System von zehn Punktepaaren ist so beschaffen, dass 
irgend neun derselben von einem Punkte des zehnten aus in achtzehn Punkte 
einer und derselben Curve dritter Ordnung projicirt werden. *) 

„Diese achtzehn Punkte bilden aber zugleich neun Paare conjugirter 
Pole jener Cune. u 

Es ist evident, dass auch die Umkehrung dieses Satzes richtig ist: 
„Werden vier Punktepaare (x l , y l ) . . . (a? 4 , y 4 ) von einem Punkte x s aus als ein ab- 
hängiges System (d. h. als conjugirte Punktepaare einer Curve dritter Ordnung) 
projicirt, so existirt noch ein Punkt y 5 derart, dass (x\ y l ) . . . (x s , y s ) ein System 
von abhängigen conjugirten Punktepaaren einer Fläche zweiter Ordnung bilden." 

Die Aufgabe, zu vier conjugirten Punktepaaren ein abhängiges fünftes 
zu bestimmen, wird leicht auf eine Frage zurückgeführt, aus welcher auch 
die Anzahl von sechs solcher abhängiger Paare direct hervorgeht. Zerlegt 
man nämlich, nach einer von Paul Serret (G£om£trie de direction) ange- 
wandten Methode die zu erfüllende Gleichung 

^Mx l ).u(y l )+x 2 u(x 2 ).u(y 2 ) + -' + x s u(x 5 ).u(y 5 ) = 
in die Form 

x l u(x 1 ).u(y l ) + x 2 u(x 2 ).u(y 2 ) + x z u(x^M(y 3 ) = -x^u(x*).u(y^-x s u(x 5 ).u(jy 5 \ 
so sagt dieselbe aus, dass die beiden Gleichungen 

(ii.) x l u(x l ).u(y 1 ) + x 2 u(x 2 ).u(y 2 ) + x i u(x :i ).u(y 3 ) = 0, 
(Ä) x*u(x*).u(y*) + x s u(x s ).u(y 5 ) = 
dieselbe Fläche zweiter Classe darstellen, d. h. es giebt eine Fläche zweiter 
Classe, welche sowohl die acht gemeinsamen Tangentialebenen der drei 
Flächen u (x x ) . u (y l ) = , u (x 2 ) . u (y 2 ) = , u (a?) . u (y 3 ) = , als auch das 
räumliche Vierseit enthält, welches den Durchschnitt von u (x*) . u (y 4 ) = 0, 
u(x 5 ).u(y 5 ) = bildet. Folglich reduciren sich die von x*, y*, x s , y s an 
jene Fläche gehenden Tangentialkegel immer auf je zwei Ebenenbtischel. 
Hat umgekehrt eine Fläche aus der dreigliedrigen Gruppe (A.) die Eigen- 
schaft, dass die von x\ y 4 aus an sie zu legenden Tangentialkegel sich je 

*) Ueber die conjugirten Punktepaare von Gruppen von Flächen zweiter Ordnung, 
vgl. Reye, dieses Journal Bd. 82 pag. 77 ff., woselbst auch dieser Satz ausgesprochen ist 
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auf zwei Ebenenbüschel reduciren, d. h. geht jene Fläche sowohl durch x* 
als y* hindurch, so ergeben diese zwei Paare von Ebenenbtischeln ein räum- 
liches Vierseit, welches zu den Tangentialebenen der Gruppe (A.) die ge- 
forderte Beziehung besitzt, und dessen zwei übrige Ecken das Punktepaar 
(<r 5 , y s ) bildet. Da nun (x\ y *) . . . (x A , y*) als gegeben angesehen werden, so ist 
die Aufgabe dahin zurückgeführt, diejenigen Flächen zweiter Classe zu finden, 
welche der Gruppe (A.) (der Schaar-Schaar) angehören und durch die beiden 
Punkte x*, y* hindurchgehen. Bezeichnen 

<p l {u,u) = 2:a xX u x u x = 0, (p 2 (u,u) = 2ß xX u x u x = Q, tp l {u 9 u) = 2y xl u x u x = 0, 

00 {* = i > 2 i 3 » *\ 

a *jL = a ix9 P*i = Pi*> 7x1 = 7^9 \l = i 2 3 4/ 

die Gleichungen dreier beliebigen Flächen zweiter Classe, 

\p{u 9 ü) = x l ip 1 (n, u) + x 2 <p 7 (u, u) +# 3 <jp 3 (u, u) = 

eine allgemeine Fläche ihrer Gruppe und V(xx) die adjungirte Form von y(uu), 
so hat eine Fläche y{uu\ wenn sie durch zwei Punkte a? 4 , y* hindurchgehen 
soll, mit ihren Coefficienten die beiden Gleichungen zu befriedigen 

¥(x*, x*) = 0, V(y\ y 4 ) = 0. 
Da dieselben in Bezug auf die Grössen x 1 z 2 x 3 homogen und vom Grade 
drei sind, so giebt es in einer Schaar-Schaar von Flächen zweiter Classe 
neun, welche durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen *). — In dem hier 
vorliegenden Falle aber, wo <jp l = u(x l ).u{y l ) etc. zerfallende Flächen sind, 
gehören die drei Punktepaare (a? 1 , y 1 ), (#*, y ? ), (x*,y*) selbst zu den neun 
Lösungen, denn eine zerfallende Fläche zweiter Classe ist aufzufassen als 
eine, welche durch jeden Punkt des Raumes, also auch durch x*, y* hin- 
durchgeht. Zieht man diese von den neun ab, so ergiebt sich in der 
That, dass es noch sechs eigentliche Lösungen giebt, wie es aus anderen 
Gründen anzunehmen war**). 

Mit Beziehung auf den oben ausgesprochenen allgemeinen Satz, ge- 
nügt es hier nur noch anzuführen: „die aus fünf conjugirten Punktepaaren 
folgenden unendlich vielen sechsten bilden den geometrischen Ort des 
Punktes, von welchem aus jene als fünf conjugirte Punktepaare eines 
Kegelschnittbtischels projicirt werden, u. s. w." 

*) Vgl. Stmm, „Ueber das Flächennetz zweiter Ordnung" dieses Journal Bd. 70 
pag. 223. 

**) Die Anwendung derselben Methode führt auch leicht zum Ziel bei der Auf- 
gabe, die Lage von vier abhängigen Punktepaaren zu bestimmen. 
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§.9. 

In derselben Weise wie dem Studium der abhängigen Systeme von 
Punktepaaren im quaternären Gebiete das solcher im ternären vorangehen 
musste, und alles schliesslich auf die Betrachtung abhängiger Systeme in 
binären Gebieten reducirt wurde, so müsste, bevor abhängige Systeme von drei 
Punkten in der Ebene untersucht werden, eine genauere Kenntniss binärer 
linearer Formen von drei Systemen von Variabein und der hierbei auftretenden 
geometrischen Relationen vorausgeschickt werden. Da dies hier nicht be- 
absichtigt ist, so wollen wir uns darauf beschränken, darauf hinzuweisen, dass 
hier abhängige Systeme von einem Charakter auftreten, wie sie bei Zugrunde- 
legung von nur zwei Systemen von Variabein noch nicht im binären (wohl 
aber im ternären) Gebiet vorkommen. Eine Specialisirung liefert alsdann 
einen längst bekannten Satz über Curven dritter Ordnung. 

Es seien die Elemente x x x 2 eines binären Gebietes ( X) durch Punkte 
x einer Geraden dargestellt, es heissen ferner zwei Zahlen u t u 2 „die Coef- 
ficienten" des Punktes x, wenn zwischen ihnen und den Coordinaten x Y x 2 
die Gleichung u 1 x l + u 2 x 2 = besteht. Bildet man nun mit Hülfe dreier 
Punkte x, y, z, welche je einer der drei gegebenen Geraden X, Y, Z der- 
selben Ebene angehören mögen, die trilineare Form 

A*> »>«)=-? *.*,i**!li* M 9 (x= 1,2; 1 = 1, 2; fi = 1, 2), 

so wollen wir drei Punkte x\ y\ *' „em Nulttripel" der Form f(x,y,&) 
nennen , sobald f(x\ y { , «*) = wird. Da die allgemeine trilineare Form 
acht Coefficienten besitzt, so genügen sieben willkürlich gewählte Punkt- 
tripel, um sie eindeutig (bis auf einen constanten Factor) zu bestimmen. 

Zerfällt eine Form f in drei Factoren, deren jeder ein Variabein- 
system enthält, d. h. kann man setzen 

A*> 9> *)=!>(*)• (»)•»■ («)i p(fl) =Pi^i+P2«2, etc., 
so heisse sie eine „specielle" Wir sagen, sie besteht aus den drei Punkten, 
deren Coefficienten resp. p t p 2 , q x q 2 , r Y r 2 sind. Sind S X § 21 ^i^ 2 , £i2* die 
Coordinaten (also § 2 , — ft; rj 2l — ^; £ 2 , — £ die Coefficienten) dreier Punkte 
(resp. der Geraden X, Y, Z), so ist die trilineare Form, welche sie zu- 
sammensetzen, gegeben durch die Gleichung 

f{x, y, *) = (x£) (yrj) (*£), (a£) = x x & - x 2 § t , etc. 

Ist 

(p(u,t>,w) = JE a aJL u u 9iW ß 

Journal für Mathematik Bd. LX XX VIII. Heft 3. 35 
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eine andere bilineare Form und verstehen wir unter u l u 2l «i<? 2 , w x tD 2 Coef- 
ficienten von Punkten auf X 9 Y, Z, so werden wir sagen „die Formen f und cp 
sind einander conjugirt," sobald ihre Coefficienten die Gleichung befriedigen 

(37.) 2 a Xt i tfi .a i = 0. 

Ist (f eine specielle Form in dem oben angegebenen Sinne, d. h. ist 

so besteht sie aus den drei Punkten, deren Coordinaten £ t £ 2 , ij x fj 2j £ % £ 7 
sind. Hierdurch geht aber Gleichung (37.) über in 

d. h.: „Zerfällt von zwei conjugirten Formen f, <p die eine (<p) in drei 
Punkte, so bilden dieselben ein Nulltripel der andern (/), und umgekehrt 44 

Führt man auch hier den Begriff der Gruppe von Formen f, f\ . . . ; 
<p> <p l , ... ein, so ist evident, dass jeder m-gliedrigen Gruppe von Formen 
f y f l 9 ... eine (8— ro)-gliedrige conjugirte Gruppe <p, <p x > . . . gegenübersteht 
Ferner geht hervor, dass die Anzahl der speciellen Formen in einer Gruppe 
gleich sein muss der der gemeinsamen Nulltripel der conjugirten Gruppe. 

Um die Zahl der den drei beliebigen trilinearen Formen 

f(*> y>*) = -f ««a**«»**,., f\*> y> *) = -? KKM x *yi*r> 

XfAyft ttyk^fA 

f fo »,*)=-? c xU x x y x ^ 

gemeinsamen Nulltripel zu bestimmen, ordnen wir dieselben nach den Buch- 
staben y 9 * und lösen die drei Gleichungen 

f =Pnyi*i+Pnyi *2+p 2 i02*i +p»y2»2 = 0, 

(38.) { f 1 = q n y, *i + q i2 y x * 2 + q 2i y 2 *i + q 22 y* »2 = 0, 

P = *n yi*i+ri 2 yi* 2 +r 21 y 2 *i + r 22 y 2 * 2 = 0, 

in denen p*, q a , r ik lineare Formen in x allein bedeuten, linear in Bezug 
auf die vier Grössen y,ft n y x z 2l y 2 *i, y 2 * 2 auf: 

(39.) (>.yi»i = 0n, (>.yi*2 = ©n, (>y 2 *i = 0«, Q.y*** = ©22- 

a repräsentirt eine Form dritten Grades in den x allein. Die Elimination 
der y> z, q liefert alsdann 

(40.) n .0 22 -0 n .0 21 = 0, 
eine Gleichung sechsten Grades in x,^; jede ihrer Wurzeln wird durch 
die zugehörige Lösung y, a der Gleichung (38.) zu einem Tripel ergänzt, 
so dass sich ergiebt: 

„Drei trilineare binäre Formen haben sechs Nulltripel gemeinsam. 41 
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Da jedes derselben als specielle Form jeder der drei Formen conjugirt ist, 
so besteht der 

Satz : „In einer fttnfgliedrigen Gruppe von Formen <p , (p \ ... giebt 
es sechs specielle" (welche die gemeinsamen Nulltripel der conjugirten 
dreigliedrigen Gruppe bilden). 

„Sind fünf Punkttripel x x y l z> l 9 x 2 y 7 * 2 , ... x s y*& 6 beliebig gegeben, 
so hat jede Form f{x 9 y, «), welche durch sie annullirt wird, stets ein aus 
jenen folgendes sechstes Nulltripel x 6 y 6 z 6 ; diese sechs Tripel bilden ein 
abhängiges System, d. h. man kann die Identität erfüllen: 

(41.) xMx l )-eW)M* l )+*2<x 7 )-*(y 7 )M*^ = 0. 

Ist die Form f(x, y, ») als gegeben anzusehen, so ist jedes Tripel durch 
zwei seiner Punkte bestimmt; die Wahl zweier Punkte (ya, oder zx, oder 
xy) definirt den zugehörigen dritten eindeutig. Wird dagegen ein Punkt, 
etwa x auf X allein fixirt, so giebt es unendlich viele Paare y, a, welche 
x zu einem Tripel ergänzen; die Gleichung f(x,y,x) = Q zeigt, dass jeder 
Punkt x auf diese Weise eine, mit x veränderliche, projectivische Bezie- 
hung der beiden anderen Punktreihen (Y, Z) hervorruft. Nennt man „einen 
Strahl S immer dann einem Punkte x zugehörig" sobald die Schnittpunkte von S 
mit Y, Z den Punkt x zu einem Tripel ergänzen, so können wir sagen: „Ein 
Strahl S hat einen bestimmten zugehörigen Punkt, dagegen gehören zu x un- 
endlich viele Strahlen, welche einen Kegelschnitt umhüllen. 44 Sämmtliche so 
erhaltene Kegelschnitte K bilden eine Schaar mit vier gemeinschaftlichen 
Tangenten, welche leicht anzugeben sind. Schreibt man nämlich 

f(x,y>*) = *iP(y,*)+ahQ(y,*)j 

so dass P 9 Q die Variable x nicht enthalten, so giebt es zwei Punktepaare 
(y, »), für welche P(y, *), Q(y, z) gleichzeitig zu Null werden. Diejenigen 
beiden Strahlen S, welche diese beiden Punktepaare von Y, Z enthalten, haben 
offenbar jeden Punkt x zum zugehörigen; folglich sind diese zwei Geraden 
Tangenten für alle Kegelschnitte K. Fügt man zu diesen noch die beiden 
selbstverständlichen Tangenten Y, Z 9 so erkennt man, dass in der That 
die obige Behauptung richtig ist. *) 

Da vermittelst der Gleichung f(x 9 y, ») = die Punktreihe x auf die 
Schaar K projectivisch bezogen 'ist, so können wir die Thatsache, dass 



*) Vgl. Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, II. Theil, herausgegeben 
von H. Schroeter. IL Auflage, pag. 226. 

35* 
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f(x 9 y, z) durch sieben Nulltripel bestimmt ist, auch in den bekannten Satz 
formuliren : 

,,Sind eine geradlinige Punktreihe x(X) und zwei Geraden Y 9 Z 
gegeben, so giebt es zwei Geraden T 9 T derart, dass die sieben Kegel- 
schnitte der Schaar {YZTT\ welche resp. die sieben gegebenen Strahlen 
S X S 2 ... S 7 berühren, projectivisch sind den sieben gegebenen Punkten x x x 7 . . . x 1 
der Punktreihe X. u *) Da aber, wie oben gezeigt wurde, aus fünf Nulltripeln 
stets ein sechstes folgt, so hat man auch den bemerkenswerthen 

Satz: „Sind zu den Geraden X 9 Y 9 Z nur fünf Punkte x x x 2 ...x 5 
(auf X) und fünf Strahlen S^.-.Ss gegeben, so giebt es eine doppelte 
Mannigfaltigkeit von Geradenpaaren T 9 T derart, dass die Beziehung 

(*VaVa*) A (YZTT)(S l S 2 S 3 S,S b ) 
stattfindet. Aber es giebt einen sechsten Punkt x Q und einen sechsten Strahl S G , 
so dass, wie immer die beiden Tangenten TT gewählt werden mögen, stets 
der dem Punkte x G entsprechende Kegelschnitt die Gerade S 6 zur Tangente hat u 

Hieraus folgt, dass aus sechs willkürlich gewählten Punkten x l x 7 ...a? 
und zugehörigen Strahlen S l S 2 ...S 6 unendlich viele siebente Paare sich 
folgern lassen, derart, dass solche sieben Paare nicht geeignet sind, die Form 
f(x 9 y, z) und auch die fehlenden zwei Tangenten T 9 7" der Kegelschnittschaar 
zu bestimmen. 

Die Bedingung dafür, dass drei Punkte x, y, z in einer Geraden 
liegen, stellt sich ebenfalls als trilineare Gleichung dar. Denn fixirt man 
in X 9 Y 9 Z je zwei Punkte aa' 9 ßß' 9 y/ und nennt deren Coordinaten, auf 
ein beliebiges Dreieck in der Ebene bezogen, resp. «i« 2 a 3 , ... yjyiyi, so 
darf als Punkt x von X derjenige angesehen werden, dessen trilineare Coor- 
dinaten x l a i +x 2 a , i sind und ähnlich für y 9 z. Die Bedingung dafür, dass 
x 9 y 9 z in einer Geraden liegen, ist aber dann gegeben durch: 

Aus der Bedeutung des abhängigen Systems von sechs Punkttripeln folgt daher : 
Satz: „Liegen fünf Nulltripel (einer trilinearen Form f{x 9 y 9 z)) x i y i z i 
je in fünf Geraden S ( (so dass immer x i y i z i in S { liegen), so liegen auch 
die drei Punkte des abhängigen sechsten Tripels in einer Geraden." 

Da zwei Formen unendlich viele (von denen sechs unabhängige) 

*) Vgl. Kor tum, Ueber geom. Aufgaben dritten und vierten Grades (Bonn 1869), 
pag. 50 ff. 
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Nulltripel gemein haben , so folgt durch Verbindung einer Form f(x, y 9 z) 
mit F(x> y, s) der 

Satz : „Unter der doppelten Mannigfaltigkeit von Tripeln einer Form f 
giebt es unendlich viele solcher, deren drei Punkte in eine Gerade S zu liegen 
kommen, dieselben sind eine Folge von sechs unter ihnen. Die Strahlen S 
umhüllen eine Curve dritter Classe, welche X, Y, Z zu Tangenten hat" 

Hält man dies mit dem obigen Satze zusammen, so ergiebt sich der 
bekannte Satz, dass alle Curven dritter Classe, welche acht Tangenten ge- 
meinsam haben, stets noch eine neunte Gerade berühren. 

Breslau, April 1879. 



Beweis eines Satzes von Riemann über 

^-Charakteristiken. 

(Von Herrn Hermann Stahl.) 



In einer Abhandlung über das Additionstheorem der &- Function 
(Seite 117 dieses Bandes) habe ich einen Satz von Riemann über Charakte- 
ristiken benutzt, der für die Theorie der # und der Abefachen Functionen 
von Wichtigkeit ist. Von diesem Satze liegen zwei Beweise vor, einer von 
Herrn Prym*), der auf Untersuchung der hyperelliptischen #- Functionen 
beruht, und ein zweiter von Herrn Sckottky ** ) , der den Satz in specicller 
Form wiedergiebt. Die folgenden Zeilen haben den Zweck, einen einfachen 
und allgemeinen Beweis zu liefern, der die Bedingungen des Satzes deut- 
lich hervortreten lässt. 

Die allgemeine Charakteristik a* einer &- Function mit p Variablen 
ist ein Zahlencomplex der Form 

(1.) a, = (r**V 2 >) = (rprp...rp; #>&...#>), 

in dem jede der Zahlen r (i) oder s (X) den Werth oder 1 hat. Die Cha- 
rakteristik a x heisst gerade oder ungerade, je nach dem der Werth 

(2.) L Xi , = & r^$\ l) = oder = 1 (mod. 2). 

Giebt man den r 0) und * (P) auf alle möglichen Arten den Werth oder 1, 
so findet man für die Zahl der Charakteristiken überhaupt, für die der 

*) Zur Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. Denkschr. der 
schweizer, naturforsch. Gesellschaft. Bd. XXII. (Zürich 1866) §. 12 und 13. 

**) Abriss einer Theorie der Abelscheu Functionen von drei Variabein. Habilit. 
Schrift. Breslau 1878. 
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geraden und die der ungeraden Charakteristiken resp. die Werthe 

(3.) 2 ?p , 2 p - , (2 p +l), 2 p " 1 (2 p -l). 

Für das gegenseitige Verhalten zweier Charakteristiken a x und a^ ist der 
Werth bestimmend 

(4.) K Kß = JtiirpsW+rWsP), 

der ebenfalls stets mod. 2 zu nehmen ist; für X = fi hat man 

(5.) K XyX = 2L ltl = 0. 

Bezeichnet man eine aus mehreren Charakteristiken a h a m9 ... durch Addition 
der entsprechenden Elemente r und s zusammengesetzte Charakteristik durch 

a /m ..., so ist 

Es sei nun ein System von 2p Charakteristiken gegeben 

(7.) öl = (r (1) ^>), o 2 = (r^^ 2 >), ... o^^W») 

unter der Voraussetzung, dass zwischen je zwei Charakteristiken a x und a H 
desselben die Beziehung gelte 

(8.) JT^EEl (A,u = l,2,...2p).*) 

Durch Zusammensetzung lässt sich aus den Charakteristiken (7.) eine Reihe 
neuer Charakteristiken bilden; es zeigt sich zunächst, dass man hierbei nie- 
mals die Charakteristik (00..., 00...) erhält, oder dass die 2p Charakte- 
ristiken (7.) linear unabhängig sind. Mit Rücksicht auf (8.) ist nämlich 

K l2 ... y ,i = v— 1, #i2... y ,i2 = v— 2. 

Diese Werthe v—1 und v—2 sind aber nicht gleichzeitig =0 (mod. 2), 
was der Fall sein mtisste, wenn a l2 .„ = (0...0) wäre. 

Wir bezeichnen nunmehr die Summe der 2p Charakteristiken (7.) mit 
o^+i, setzen also 

(9.) £iOt = 0. 
i 

Die Charakteristik a 2p+l steht wiederum zu jeder der Charakteristiken (7.) 

in der Beziehung (8.); in der That ist für jedes 1=1, 2, ... 2p 

Kn^x = ÜTu+ üka H h Ki p x = 2p — 1 = 1. 

Hiernach können die 2p+l Charakteristiken a„ a 2 , ... o^+i beliebig unter 
einander vertauscht werden. Setzen wir eine Charakteristik aus irgend fi 
ungeraden und v geraden unter den 2p-+l Charakteristiken a zusammen 
und bezeichnen dieselbe durch 

(io.) iw+j^, 

so ist diese Form nach (6.) gerade oder ungerade, je nachdem 

*) Aus diesen Bedingungen ergiebt sich leicht, dass die aus den Elementen (rs) 
der 2p Charakteristiken (7.) gebildete, 2p -reihige Determinante =1 (mod. 2) ist. 
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(11.) p | Q+ y )fr*+"-<) = »+»)'+ fr»-») 

eine gerade oder ungerade Zahl ist. 

Seien nun n von den 2p+l Charakteristiken ungerade und bezeichnen 
wir die Summe derselben oder, was nach (9.) dasselbe, die Summe der 
2p+l— n geraden Charakteristiken durch A> indem wir setzen 

n 2p+ 1— i» 

(12.) A = 2fi= 2, 9- 
Bilden wir ans A und den a t , Oj, . . . ch p+l folgende Reihe von Charakteristiken 

(13.) A + jb, A+"J£, . • . A+i;, A+2, A, 

wo j; die Combination von beliebigen t unter den Charakteristiken 
a,, Ö2, ... flbp+i bezeichnet, so ist der Charakter der Formen (13.) nach 
dem vorigen leicht zu bestimmen. Höhere Combinationen als die p te sind 

• Oll* 

nicht zu berücksichtigen, da nach (9.) A + jg = A+ j? • Das allgemeine 

Glied A+2? der Reihe (13.) hat verschiedene Form, je nachdem jjr Cha- 
rakteristiken enthält, die bereits in A vorkommen und sich aufheben, oder 
solche, die in A nicht vorkommen und hinzutreten. Diese Formen sind, 

wenn wir j£u für A schreiben, 

n » n— 1 i— 1 *— 2 «-2 1 t— «+I *-« 

£»+29, 2u+2g, 2U+29, • •• 2»+ 2 9> 29- 
Vergleichen wir diese Formen mit (10.), so erhalten die sie charakteri- 
sirenden Zahlen (11.) die Werthe 

nA x (ü+O'+Cii-O (n+J-Sf+Cu-i) (i- w +2)'+(n-t) (j- n y+(n-i) 

K*-*') 2 » 2 ' ■" 2 ' 2 

Da nun die Differenz je zweier dieser Zahlen =0 (mod. 2), so folgt, 
dass alle Charakteristiken von der Form A+j? von demselben Charakter 

t+2 

sind. Ferner ist der Charakter der Formen A + j? bestimmt durch 
die Zahl (n+t+2) a +(n-t-2) und der der Formen A + '£ durch die ZaW 

(w-t-i— ) + Qn ~ *h- ) ^ j^j e Vergleichung dieser Werthe unter sich und mit 

t t-f-2 

den Zahlen (14.) ergiebt, dass die Formen A+j? und A+jg von entgegen- 

i t— 2 

gesetztem Charakter sind, ebenso die Formen A+j? und A+j?, dagegen 

i4-2 i—2 

die Formen A+j? und A+j? von gleichem Charakter. Da nun nach (9.) 

A+J? und A+2? von gleichem Charakter sind, so ziehen wir den Schluss: 
Die Formen (13.) zerfallen in zwei Gruppen von entgegengesetztem Cha- 
rakter, nämlich, wenn a = 0, 1, 2, ... in 

p p — 4a— 3 p— 4a — 4 

(15.) A+2, A+ 2 , A+2 

p— 4a— 1 p— 4a— 2 

und (16.) A+ £ , A+ £ . 

Es bleibt also nur noch der Charakter irgend einer dieser Formen fest- 
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zustellen. Zu diesem Zweck bestimmen wir die Zahl der sämmtlichen in 
den Formen (13.), (15.) und (16.) enthaltenen Charakteristiken. Bezeichnet 
man diese Zahlen resp. durch a p , ß p , y p9 so folgt, da die Zahl der in der 

Form A+2; enthaltenen Charakteristiken der Binomialcoefficient (2/H-l), ist, 
nach bekannter Bildung der Binomialcoefficienten der (2qr+l) ten Potenz aus 
denen der (2q— l) len Potenz, dass 

und folglich hat man, da a p = ß p + y p , 

(17.) a p = 2\ /3 p = 2"- 1 (2 p +l), y„ = 2*- 1 (2*-l). 

Die Uebereinstimmung dieser Zahlen mit den Zahlen (3.) beweist, dass 
die Formen (15.) sämmtlich gerade, die Formen (16.) sämmtlich ungerade 
sein müssen. Da also auch die Zahlen (14.) für i = p gerade oder da 
\n-rP) -t-(ft— PJ = q ( mo ^ # 2), so ergiebt sich weiter, dass 

(18.) n = p ± 4/9 (ß = 0, 1, 2, ...). 

Hiermit ist der folgende, von Riemann angegebene Satz bewiesen: 

Definirt man ein System von 2p Charakteristiken a (7.) durch die Be- 
dingung, dass zwischen je zweien derselben die Beziehung (8.) gelte, so lassen 
sich aus denselben sämmtliche übrigen Charakteristiken zusammensetzen und 
ihrem Charakter nach (ob gerade oder ungerade) bestimmen. Man bilde die 
Summe a ip+1 der 2p Charakteristiken a 9 die ebenfalls zu jeder dieser Cha- 
rakteristiken in der Beziehung (8.) steht. Unter den 2p +1 Charakteristiken 
a l9 a 2 , ... a 7p+l befinden sich dann stets p±&ß(ß = 0, 1, 2, ...) ungerade Cha- 
rakteristiken. Bezeichnet man die Summe derselben mit A und die Summe 

i 

von irgend i der 2p+l Charakteristiken a mit J?> so sind sämmtliche geraden 
Charakteristiken enthalten in den Formen (15.) und sämmtliche ungeraden in 
den Formen (16.). 

Aus diesem Bildungsgesetz der Charakteristiken ergeben sich un- 
mittelbar ein Paar Sätze, die, obgleich mehrfach angewandt, doch eines 
eigentlichen Beweises ermangeln ; so der Satz, dass die Summe aller geraden 
Charakteristiken , und ebenso die aller ungeraden = (0) ; ferner der Satz, 
dass die Anzahl der Zerlegungen einer gegebenen Charakteristik (mit Aus- 
nahme der (0)) in zwei andere, nämlich entweder in zwei gerade, oder zwei 
ungerade oder je eine gerade und eine ungerade flir alle Charakteristiken 
dieselbe ist; woraus für diese Zahlen die Werthe folgen 

a p ., = 2*<*~ x \ &_, = 2*" 2 (2>- x +l), Yp-i = 2*- i (2*- 1 -l), 

d. h. die Werthe (17.) gebildet flir p— 1; u. a. m. 

Berlin, August 1879. 
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Le^ons sur les fonctions doublement p&riodiques faites 

en 1847 par M. J. Liouville *). 



Premiere partie. Theorie gfträrale. 

1. 

Une fonction doublement pöriodique qui ne devient jamais infinie est impossible. 

lh£or&me I. Soit * = a? + y V— 1 une variable imaginaire representee 
giometriquement par le point dont les coordonnees rectangulaires sont x, y; 
soit f(z>) une fonction bien determinee, continue (c'est-ä-dire qui ne passe pas 
brusquement dune valeur finie ä une autre qui en diffäre dune quantite finie) 



*) Lorsque dans la premtere moitte de l'annöe 1847 j'ai fait im säjour ä Paris en 
meme temps que mon ami bien regrette Ferdinand Joachimsthal, M. Liouville a bien 
voulu nous faire chez lui ä nous deux quelques le$ons sur sa m&hode de traiter la 
thäorie des fonctions doublement p&riodiques. 

J'ai recueilli les le$ons de M. Liouville, et lorsque, retourne & Berlin, j'en avais 
achevö la r6daction, je lui ai fait parvenir une copie de mon manuscrit qu'il m'a 
autorise de communiquer & Jacobi et ä Lejeune-Dirichlet. (Test ce meme manuscrit 
dont M. Liouville a donnö la table des matteres (Comptes rendus de l'Acad&nie des 
Sciences t. XXXII p. 452). 

Quoique depuis longtemps le fond des recherches de M. Liouville soit connu, 
on n'en poss&de pourtant pas de rädaction authentique. Cette circonstance a donng 
occasion & plusieurs de mes amis de m'exprinier leur avis que encore aujourd'hui 
je ferais quelque chose d'utile & la science en faisant imprimer mon ancien manuscrit 
contenant les le$ons de M. Liouville de 1847. Je me conforme & leur däsir aprös avoir 
obtenu pour cette publication l'assentiment de l'illustre auteur des recherches dont il s'agit. 

En communiquant aux ggomötres un travail fait il y a plus de trente ans et 
sans Fintention de le faire imprimer, je crois näaninoins pouvoir assurer qu'en g^neral 
ma r6daction reproduit fid£lement les le$ons de M. Liouville. Elle en diflfere toute- 
fois, comme Ton verra, dans la dömonstration du thäoröme fondamental suivant: 

il est impossible qu'une fonction doublement p&iodique reste toujours finie, 
& moins qu'elle ne se rtduise ä une constante, 
tbäoröme qui forme la base de la methode de M. Liouville. 

La d&nonstration de ce thgoröme donnäe par M. Liouville et que je n'ai fait 
qu'indiquer brtevement, a 6t6 remplacäe dans ma r£daction par la demonstration d'un 
th6oröme plus &6n6ral, qui ne se rapporte pas exclusivement aux fonctions doublement 
päriodiques et d'oü dteoule comme corollaire le thöoröine 6nonc6 ci-dessus. 

C. W. Borchardt. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 4. 36 
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et teile que, pour les valeurs de s qui appartiennent aux points situes dam 
tinterieur de la courbe fermee K, eile prenne toutes les valeurs dont eile est 
susceptible pour des valeurs quelconques de z; cela pose, je dis quil y aura 
au moins une valeur de z, situee dam tinterieur de K, pour laquelle f(z) = + oc, 
ä moins que f(z) ne soit = constante. 

Supposons que f{z) ne puisse devenir = + oo et excluons le cas 
de /"(*) = constante, alors le module M {x, y) de la quantitä imaginaire 
f(ss) sera toujours au-dessous d'une certaine limite A qui repr&ente la va- 
leur maximum de M(x, y). Et puisque, d'apr&s l'hypoth&se, /"(*) prend toutes 
ses valeurs dans Fintfrieur de la courbe K, il y aura au moins un point 
(&o,tfo) dans Tinterieur de cette courbe, pour lequel le module M(x,y) de 
f(z) prend sa valeur maximum A. Donc il faudra que pour toutes les 
valeurs de x et de y la diff&rence 

*(*, rt-lffo, jfo) =» f(x+yy=l)f(x-y y^-f^+yj^f^-yuf^l) 

soit negative, ce qui est absurde. Car si Ton pose 

a? = a?ü+*A, y = y + ek, 

€ repr^sentant une quantitä infiniment petite, on voit ais&nent (par un rai- 
sonnemfent analogue ä celui par lequel Cauchy prouve l'existence des racines 
des £quations alg^briques, Cours d'analyse pag. 337 et 338) que la diflförence 
dont il s'agit ne peut 6tre du mßme signe pour toutes les valeurs possibles 
de h et de k. 

II est donc impossible que f(z) reste toujours fini, par cons£quent il 
y aura une valeur au moins dans rint^rieur de K y pour laquelle f{£) = + oo, 
k moins que f(z) ne se r^duise ä une constante. 



Soit (p(z) une fonction doublement p&iodique aux indices de pärio- 
dicit^ 2<o, 2i»' 9 de sorte que 

tp(z) = <p(z-\-2co) = y(* + 2a/), 

alors <p(z) prendra toutes ses valeurs lorsqu'on attribue ä a les valeurs 
contenues dans la formule 

u et u' variant depuis —1 jusqu'ä +1. Ces valeurs appartiennent aux 
points situes dans rintärieur du parall^logramme dont les sommets cor- 
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respondent aux valeurs 

donc y (*) sera de la classe des fonctions, auxquelles se rapporte le th6o- 
rime I. Par cons^quent on tire de ce th£or&me le snivant 

Corollaire 1. // est impossible quune fonction doublement p&rio- 
dique teste toujours finie, ä moins quelle ne se reduise ä une constante. 

(M. Liowille &ablit ce th£or£me par le d£veloppement de (p(&o+ua)+u'(o') 

d'apräs les sinus et les cosinus des multiples de — En se fondant sur 

ce postulatum *) qu'une fonction f(x+y]/^l) qui pour chaque valeur d&er- 
min£e de y reste invariable quel que soit x, ne peut fitre qu'une constante, 
M. Lioucille prouve que le d^veloppement en question ne repräsente pas 
seulement <p(& {) +uco + u'co') pour des valeurs reelles, mais aussi pour des 
valeurs imaginaires quelconques de u. Donc pour des valeurs quelconques 
de z la fonction <p(z) est d^veloppable en une s£rie de sinus et de cosinus 

des multiples de — *. Mais on voit ais^ment qu'une teile s£rie ne peut 
avoir un second indice de p£riodicit6 2a/.) 



Puisque la fonction doublement p£riodique <p (*) ne peut rester finie 
pour toutes les valeurs de z, et qu'elle prend toutes ses valeurs lorsqu'on 
attribue ä & les valeurs contenues dans la formule 

il y aura dans l'ensemble de ces valeurs de z nlcessairement un certain 
nombre de valeurs, pour lesquelles <p («) = + 00 , et Ton voit aisäment que 
le nombre de ces valeurs est ind£pendant de la valeur arbitraire *u. On 
peut donc classer les fonctions doublement p£riodiques d'apr&s le nombre 
des racines de l'£quation 

y(«o+tico+n'ai') = ±00, 

qui se trouvent entre les limites 



*) Ce postulatum a 6t6 admis par Jacobi dans sa d6monstration du thöoröme 
qu'une fonction doublement p&iodique ne peut avoir deux indices reelles de pöriodicitö. 

36* 
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ou, ce qui est la meme ehose, d'apr^s le nombre des racines irr£ductibles 
l'une ä l'autre au moyen de l'addition de multiples des indices de p6rio- 
dicit£ 2o>, 2u/. On dira donc qu'une fonction doublement p&iodique est ä 
un infini, ä deux, ä trois ...an infinis, selon que le nombre de ces ra- 
cines irr£ductibles entre elles est £gal ä 1, 2, 3, ... n. 

Soit donc (p(z) une fonction doublement p&iodique et ä n infinis, 
et goient 

les n racines de T^quation 

comprises entre les limites 

* = +l, *'=+li 
«=-!, «' = -lp 

quelques-unes des quantit^ß a, a l9 ... a n _ x pouvant coincider dans des cas 
particuliers ; alors, comme on sait, les constantes G, G t , G 7J ... G n ^ 
peuvent toujours £tre d&er minies de mani&re que la diff&rence 

' v z> — a z — a 1 z — ce t z — «»— i » 

ne devienne infinie ni pour z = a, ni pour z = a x , z = a 2 , ... ni enfin pour 
z = a H _ l , et dans le cas oü les quantitäs a p , a q9 ... a s (au nombre de i) 
coYncident, la somme des fractions simples 

6 P , G q , , G 9 



+ r^+"- + 



z — dp z — ctg z — ct t 



doit 6tre remplacäe par celle^ci: 



6p • G q , ,6, 



+ 7T-Hr + -" + 



Z—Olp (ä— «p)' (ä— «p)* 

D£signons par [</>(«)] l'ensemble de ces n fractions simples et ajoutons k 
cette notation. pour marquer le point de d£part d'oü est comptäe la p&iode 
de </>(«), la valeur de z {) ä laquelle se rapporte [y(*)], alors 

»W-[»(»)] % 

est une fonction de z qui ne devient infinie pour aueune des valeurs 

L'expression rationnelle et fractionnaire [(f(z)] qui joue un röle important 
dans le calcul des rlsidus peut £tre appel£e la partie fractionnaire de y (z) . 
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prise entre les limites de z 9 d&ermin£es par la formale 

* = Zn + UiD + UCD, { „ = _, „, = _, } ' 

Aprös cette Convention sur le sens de la notation [y(s)] 7 le corollaire 1. 
peut 6tre £nonc£ de la mani&re suivante: 

Corollaire 2. Une fonction doublement periodique #>(«), dont la 
partie fractionnaire 

seeanouit, ne peut Stre quune cons tonte. 



On peut aj outer les th£or&mes suivants relatifs ä la notation [<p(z>)] 
et faciles ä v&ifier. 

1°. a 9 a t , ö 2 , ... d£signant des constantes on a 

ö [» (*)] ,tf + a 4 [y , (*)]* + flh [<jp2 (»)]* + — = [« <jP (*) + «i Vi (*) + «2 y2 («) + •• ■]*• 
2". Soit 



alors 



3°. Soit 



alors 









K ne renfermant que les puissances (n — l) 6me , (n — 2)« me , (n — 3) 6me , . . . 
des fractions , , ... 



z—a ' *— a t ' 



2. 
Une fonction doublement periodique ä un seul infini est impossible. 

A Faide des principes ätablis jusqu'ä präsent il est facile d'examiner 
les propri&£s des fonctions doublement p&iodiques. Consid&ons d'abord 
les fonctions doublement p&iodiques k un infini Soit (p(z) une teile 
fonction aux indices de p£riodicit£ 2u>, 2u>' et soit z = a la seule d'entre les 
valeurs 
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pour laquelle <p (*) = + oo. Alors la partie fractionnaire de q> (*) prise entre 
ces limites est 

oü G est une constante, d£finie par l^quation 

G = lim(* — a) <p (*), (* = a). 
Donc en posant: 

*0 = «* 
Ä — &o = & — OL = /, 

on trouve: 

[y(*)] a = [?(« + 0]° = T> 
par cons^qnent — est la partie fractionnaire de 9>(a+l) entre les limites 

* = ««, + ,*, { „ = _!^ ^ = _i } • 

En substituant —/an lien de / on trouve 

par cons£quent — - est la partie fractionnaire de <p(a—f) entre les mömes 
limites. En ajoutant ces deux Iquations on trouve 

[9>(«+<) + <P(«-0]° = 
et de lä (corollaire 2.): 

<p{a+t) + <p{a-f) = 2C, 

2C etent une constante. Donc en posant 

AO = y(«+0-C, 

on aura 

AO = -A-0- 

En combinant cette £quation avec les deux equations 

f(t+2a>) = f(t), A'+2co') = A0, 
on trouve 

A«0 = ~ A») = 0, 

A«0 = - A«0 = o, 

A«o+a/) = -f(w + a>') a 0. 
A präsent formons le produit 

^(0 = A0A<+®); 
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ce produit ne peut devenir = + oo que quand Tun ou Fautre des deux 
facteurs /XOi f(t+w) devient infini, c, ä. d. pour les valeurs 

2mco + 2m 9 (o' et (o + 2mQ)+2m'co 9 

m et ni repr£sentant des nombres entiers positifs au nägatifs. Donc tontes 
les fois que le premier facteur est infini le second s'ävanouit et vice versa; 
et puisque Finfini n'est qu'un infini simple, la limite du produit sera n£- 
cessairement une valeur finie. Par suite F(t) est une fonction doublement 
periodique qui ne devient jamais infinie, c. ä. d. F(t) est une constante 
(corollaire 1.) et Fon a: 

de la mßme mani&re on prouve que 

f(t)f(t+a> + to') = k", 

k y k', k" repr&entant des constantes. Dans la troisi&me de ces £quations 
remplagons t par t+co, nous trouverons: 

f(t+a>)f(t + a>') = k"; 
mais en multipliant les deux premtäres on a: 

IA0I7(*+»V('+«') = **'> 

donc : 

contre Fhypoth^se , puisque f(t) doit 6tre = + oo pour t = 0. Ainsi nous 
sommes parvenu ä cette conclusion: 

Une fonction doublement periodique et ä un seul infini est impossible. 

En räunissant ce r&ultat aux corollaires 1. et 2. du th£or&me I. on 
trouve le 

Th£or&meIL Une fonction doublement periodique ä un seul infini 
tout au plus ne peut itre quune constante. 

Ce th6or&me peut aussi etre £nonc6 sous la forme suivante: 

Soit <p (z) une fonction doublement periodique et sa partie fractionnaire 
donnee par tequation 

[*<«)] = j=ir> 

alors il faut qu'on ait en mSme temps: 

G = 0, q> («) = constante. 
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3. 
Fonctions doublement p&iodiques ä deux infinis. Leurs propriötfe fondamentales. 

Apr&s avoir d£montr£ que des fonctions doublement p£riodiques k 
un seul infini sont impossibles, nous aurons k examiner s'il y a des fonctions 
doublement p£riodiques ä deux infinis. — La plus courte voie d'en d£- 
montrer Texistence est celle de la formation de ces fonctions. — Soit 

rt*> = n ' TT— 

cos — (a— A)— cos — hl 

alors /"(*) est une fonction simplement p^riodique k Findice de p£riodicit£ 
2(o et aux deux infinis 

* = a = h+ h', s=ß = h-h', 
/"(*) est donc = + oo pour toutes les valeurs de * contenues dans les formales : 

z = a-\-2ma), * = ß-\-2ma>. 
A präsent posons 



t=— OD 



alors (p (*) est une fonction doublement p£riodique aux indices de p&iodicitd 
2w> 2a/ et aux deux infinis « et ß, les valeurs pour lesquelles <p(&) = +oo 
&ant contenues dans les formales 

* = a + 2ma) + 2m'a)', z = ß+2ma)+2m'(o' 

oü m, m' designent des nombres entiers quelconques positifs ou nägatifs. 
Cette formation d'une fonction doublement p&iodique (p(z) k deux 
infinis a et ß nous montre tout ä la fois que les valeurs de a et de ß sont 
enti&rement arbitraires de teile sorte qu'une fonction g>(&) formte de la 
mani&re indiqu£e corresponde ä une combinaison quelconque de deux va- 
leurs Ol, ß. — Du reste dans ce qui suit nous ferons abstraction de ce 
d^veloppement des fonctions doublement p£riodiques ä deux infinis, et nous 
£tudierons leurs propri£t£s en nous servant seulement des principes g6n£- 
raux ätablis jusqu'ä präsent 



Soit g>(z) une fonction doublement p&iodique aux deux indices de 
p£riodicit£ 2a), 2ci/ et k deux infinis. Soient a et ß les deux valeurs de * 
entre les limites 
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pour lesquelles q> (*) = + <x>. Soit <p x (*) une seconde fonction doublement 
periodique aux mömes indices de p£riodicite 2oj, 2a/ et aux mömes infinis 
a, ß; cela pos£, on aura 

donc 

et de lä (th^or^me II.) : 

G <Pi (*) — Gi y (*) = constante, 
on en posant 

C = &- 

u e • 

9>i(«) = C<p{*) + C, 

r£sultat qui peut 6tre £nonc£ de la mani&re suivante: 

iilant donnee une fonction doublement periodique q> (z) aux deux indices 
de pdriodicite 2co, 2(o' et aux deux infinis a> ß, tonte fonction doublement 
periodique <p\{z) aux mimes indices de periodicite et aux mömes infinis est 
de la forme 

(a.) </>!(*) = C<p(*)+C 

C et C designant des constantes. 



A l'aide de ce räsultat on peut r^soudre le probl&me de d£terminer 
le nombre des racines (irreductibles l'une ä Tautre) de F^quation (p (*) = 0. 

Ce nombre doit 6tre an moins egal k deux, car chaque racine de y(*) = 

1 1 

est en m6me temps nn infini de -tt, et si la fonction —rx n'avait pas 

r <K*)' »(*) * 

an moins deux infinis, eile se r^duirait ä une constante (theor&ne IL)* 
L'equation <p (*) = aura donc entre les limites 



j -j 



an moins deux racines a, b. Mais il nons fant examiner, si eile pent en 
avoir une troisi&me c. 

Soit y(*) une fonction doublement periodique aux indices de perio- 
dicite 2(o, 2a/ et aux deux infinis a, b, alors la forme g£n£rale des fonctions 

Journal für Mathematik Bd. LXXXVIII. Heft 4. 37 



286 Liouville, le$on$ sur le» fonctions doubletnent p&riodiques. 

assujetties aux mömes conditions est: 

Cyj(z)+C; 
posons 

C =* — C.y(a), 

Vi(«) = C|y(*)-y/(a)| 

et formons le produit 

<iP(*)-Vi(*)- 
Chaque facteur n'ayant que deux infinis, le produit ne peut en avoir que 
qnatre, savoir: 

a, ß, a, b, 

mais pour * = a, z = b, q>{z) s'£vanouit tandis que %(z) devient infini, et 
pour * = a, Vi(*) s^vanouit tandis quecp(z) devient infini, donc le produit 
reste fini pour z = a 9 z = b et * = a. Ce produit serait donc an senl infini 
z = ß, ce qui est impossible, donc (th^or&me II.) : 

^M-ViO 5 ) = konstante, 
ainsi les racines de y (*) = sont en m€me temps les racines de Vi (*) = + <x>, 
mais Vi(*) na ( i ne ^ es deux infois a, b (par hypoth^se), donc l'£quation 
<p(z) = n'a qne les deux racines a, b et ne peut en avoir une troisiöme. 
Cela nous fournit le 

Th6or£me III. Une fonction doubletnent periodique qui devient in- 
finie pour deux ealeurs irröductibles, sevanouit aussi pour deux valeurs irre- 
ductibles. 



Soit <p(z) une fonction doublement periodique aux deux indices de 
p£riodicit£ 2oj, 2a/ et aux deux infinis a, ß 9 la fonction y («+/?— *) aura 
les m6mes infinis, a y ß y donc: 

<p(*) = C<p(a+ß-z) + C; 

cette £quation subsistant pour une valeur quelconque de * mettons a+ß—z 
au lieu de z, nous aurons 

(p(a+ß-z) = C<p(z) + C 

et de lä: 

(l + C)|y(s)-<p(« + /?--*)| = 0. 

Donc on aura ou: 

<p(z) = (p(a+ß— z) 



*=-^+«, K-^+O-^/m 
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ou: 

C = -1 
c. k. d. 

9>(*)+y(«+ß-*) = c. 

Mais la seconde hypoth&se est inadmissible : en effet soit 

_ *+ß 

~" 2 

alors on aurait 

f{t) = -fl-O 

6quation qui combin<5e avec f{t) = f(*+2co) = f(<+2a/) fournit: 

L^quation f(t) = aurait ainsi quatre racines irräductibles, tandis qtie 
A') = ±°° n'en a que deux, ce qui est impossible d'aprös le thäoröme III* 
Par cons^quent il faut qu'on ait 

(1.) <p(z) = <p(<*+ß-z) 
ce qui est une £quation fundamentale. 



Soit 



a + ß GH 



* = 



Aux valeurs de s contenties dans la formale 

correspondent les m€mes valeurs de a+/3— *, donc en posant a+ß—z au 
Heu de * on trouve la partie fractionnaire de y («+/?—*) entre les mdmes 
limites £gale ä 

a + ß H 6 



[ 9 («+0-*)] » = - 



Ces deux quantitäs &ant Egales d'apr&s l^quation (1.) on en conclut 

donc: la partie fractionnaire de la fonction doublement periodique ä deux in- 
finit (f{i) est 

(2.) [„(,)] = «Irb-i^j, 

& dtsignant une constante. 

37* 
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On peut 8e servir de l^quation (1.) pour en d&iuire une relation 
qui existe entre les quatre valeurs a, ß et a 9 b qui fönt respectivement 

y(«) = ±°° et y(*) = 0. En effet, puisque — ^ est une fonction anx 
denx infinis a 9 b 9 on a d'apr&s l'lquation (1.) 

1 1 



donc en posant 

a+ß = o 9 a+b = s 9 

on a en m6me temps 

(f (*) = <p{p- *), y(*) = <p (#-*) 
et de lä: 

par consäquent la diffgrence o—s doit ßtre de la forme 

a— s = 2mco+2m , w' 9 

m 9 tri d£signant des nombres entiers; ainsi, en snpprimant les multiples des 
indices de p£riodicit£, on peut poser 

(3.) a+ß = a+b 9 
c'est-ä-dire: 

La somme des deux valeurs y pour lesqueUes une fonction doüblement 
pModique ä deux infinis devient infinie 9 est egale ä la somme des deux 
valeurs, pour lesqueUes la mime fonction sevanouit, ou nen di/f&re que de 
multiples des indices de periodicite. 

On voit ais&nent qu'ä l'exception du seul cas oü Von a en m6me 
temps a = ß et a = b, la valeur de s peut m€me toujours 6tre choisie 
de mani&re que, les valeurs de a 9 ß 9 a 9 b £tant prises entre les limites 

la diffgrence o—s = a+ß—(a+b) soitggale k des multiples pairs des indices 
de p£riodicit& Donc, en snpprimant ces multiples, on pourra m€me poser 

a + /? a + 6 

— 2 ~~ ~2 



Soit donn£e une fonction doüblement p&iodique y(z) aux deux 
indices de periodicite 2co 9 2a/ et aux deux infinis fi 9 v; k l'aide de cette 
fonction il est ais£ de former une fonction (/>(*) aux m€mes indices de 
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p£riodicit£, qui ait les infinis donn£s a, ß et qni s'lvanouisse pour les valeurs 
£galement donn£es a, b = a+ß — a. A cet eflfet on n'a qu'ä poser 

et si Von d&ermine convenablement les constantes h 9 h\ h", <p(z) sera la 
fonction cherch^e. En effet, pour cela on n'a qu'ä faire 

A" = *(/*+"+«-/?), 

= 4 (/*+*-: a— b). 

L'identitä des deux valeurs de A exige que Von ait, k des multiples de 
2w et de 2o/ pr6s: 

a + ß _ a + b 
2 "" 2 ' 

£galit£ qu'il est possible en g£neral de satisfaire, comme nous l'avons vu 
plus haut — Ces formales contienneat le r&ultat suivant: 

Une fonction doublement pModique aux deux indices de pModiciti 
2(o 9 2a/ et ä deux infinis etant donnee, toutes les autres en sont des fonctions 
rationneUes lineaires et fractionnaires. 



4. 

Fonctions doublement pöriodiques & plusieurs infinis. Leur döveloppement en 
sommes et en produits de fonctions doublement pöriodiques & deux infinis. 

Lies fonctions doublement pöriodiques k deux infinis ne sont pas 
seulement les plus simples fonctions de ce genre, mais eil es forment en 
m6me temps les 616ments, dont se composent alg£briquement les fonctions 
doublement pöriodiques ä plusieurs infinis. 

Soit v(*) une fonction doublement p£riodique prise dans tonte sa 
g£n£ralit£, et soient a, a 1? a*, ... ses infinis irr^ductibles Tun k l'autre, 
alors on a 

D&ignons par (p(*; a, ß) une fonction doublement p&riodique aux m6mes 
indices de n£riodicit£ aue w(m) et aux deux infinis a. 8. d'aprös l^auation 
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(2.) on aura 

tote «*«%)] = r ^ r -^ r , 

et ainsi de suite. Donc en posant 

R - A 

R - A + A > 

Bi ~ ~äT~ ' 

* 5 ö; — » 

etc. etc., 
on a: 

Cv(*)] = ft[y(»» «*«i)]+Ä[v(»i «u«j)]+äj[9(»; «j,«s)]+ 

et de la: 

(4.) V(») — B+B^is; <*,€$+ B,y{ßs «it«t)+4?(»; «„«,)+•••. 
Dans le cas particnlier, oü Ton a 

on trouve 

02 = fi% = fig = • • • = 

et l'^quation (4) se r&lnit ä 

y/(*) = B+B x <p(&; a, a x )+Bi(p{z; a 7 ,a i ) + ~-. 

Donc: une fonction v(») aux 2n infinis a, a„ ... a„_ 1? /?, /S 1? ... #_!, dont 
la partie fractionnaire est £gale & 

[V(*)] - tAt+tAt- + ---+ *"" 1 



... 



a — a 2 — a x z — a„_i 

A A t A n ~i 



... 



* — /9 s — ß x Z — /?«_! 

peut toujours ßtre repr£sent£e par la somme de n fonctions ä denx infinis, 
savoir: 

(5.) v(*) = C'+C(p(z; a 9 ß) + C t (p(z; «1, &) + •••+ CU V («; «*-i,Ä-t). 



Leg fonctions donblement p&iodiques & plnsienrs infinis compor- 
tent un second dlveloppement en fonctions donblement p&iodiqnes ä 
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deux infinis. Ce d^veloppement se präsente sous la forme d'un produit 
II fournit en m6me temps la d&nonstration d'une proposition g£n£rale 
analogne k celle qui, pour les fonctions doüblement p£riodiques ä denx 
infinis, est contenue dans le th£or&me III. 

Soit y{z) une fonction donblement p£riodique qui devient 

= + oo pour z = a, c^, a 2 , ... a Ä _ l7 

= pour z = a 9 a l} (h, • • • ö<-i • 

Dans le cas oü i<» choisissons arbitrairement »— •— 1 quantitäs a t , 
a i+l , . . . a„_ 2 ; d&erminons de plus les quantitäs b, 6,, ... b n _ 7 d'apr&s 
les äquations*): 

b = a +a t — a, 

b t = a? -\-b — a„ 
(6.) (6 2 = a 3 +*i -02 



• • • • 

• • • • 

• • • • 



D£signons g£n£ralement par q>{z; a, ß; a, b) une fonction doüblement p£rio- 
dique aux meines indices de p£riodicit£ que y>(ä), aux deux infinis a, ß 
et aux deux z&os a, 6 = a + /9— a, et fonnons le produit: 
©(*) = (p (z ; a, «, ; a, b).(p(z ; a 2 , b ; a^ b x ).<p(z ; a 3y b, ; « 2 , b 2 ) ... <p(z ; a Ä _ 1? 6 W _ 3 ; a_ 2 , 6 W _ 2 ), 
alors fi>(*) ne deviendra ni infini ni z6ro pour aucune des valeurs b, 
bu • • • *»-3 ; car P our * = * P&r exemple le premier facteur s'^vanouit, le 
second devient infini, donc le produit reste fini et diff&rent de z&o, pour 
J5 = b t le second facteur s'^vanouit, le troisi&me devient infini, et ainsi de 
suite, donc cö(s) n'a que les infinis a, a 19 cc 2 , ... a n _ x et les z£ros a, a 1? 

Consid&ons le rapport entre la fonction proposle y{z) et le produit 
ü>(s), soit 

l ü . i<Ln 9 alors le rapport 

ne devient infini pour aucune des valeurs a, a x , a 2 , . . . a H _ t) a 9 a l7 Oj, . . . a w ; 
donc ce rapport ne devient jamais infini, ce qui est impossible ä moins 
qu'il ne se r&iuise k une constante (corollaire 1. du th£or&ne L). — Soit 

*) Les äquations (6.) doivent etre entendues dans ce sens, que les valeurs des 
quantitös b, 6 2 , ... 6 M _ 2 sont ä rtduire ä leur reste compris dans la p&iode dont il 
s'agit, ce qui se fait en ajoutant des multiples de 2« et de 2a/. 
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2°. i*£.n f alors le rapport r£ciproque 

©(*) 
ne peut devenir infini que pour s = b^ 7 > mais une fonction doublement 
p&iodique ä un seul infini tont an plus ne pent ßtre qn'une constante 
(th£or&me IL), donc dans Fun et l'antre cas Ton a 

(7.) y/(*) = C©(«) 
C &ant une constante. — De lä on tire les conclusions suivantes: 

1°. Le nombre des racines (irr^dnctibles) de l'^quation y>(*) = est 
£gal k celni de F^qnation ®(a) = 0; mais ce nombre est =t ponr y/(*) 
(par hypoth&se), il est = n ponr © (*), donc 

t = n 
ce qni nons fournit le 

Th£or6me IV. Le nombre des racines irreductibles de fequation 

V/(*) = 
est toujours tgal ä celui de fequation 

V(*) == ±°° 
quelle que satt la fonction doublement periodique tp(z). 

2°. Les fonctions y(*) et ©(*) s'£vanouissent en m€me temps, 

mais on a 

y (a) = ponr les valeurs z = a, a, ? 03, ... a„_ 2 > «»-i? 

cö(ä) = - - - * = a, a„ «h, . . . a Ä _ 2 , 6„_ 2 , 
donc il faut qne 

0*-2 = ö*-i« 

Substituant cette valeur dans la derni&re des ^quations (6.) et ajontant 
tontes ces £quations, on obtient: 

(8.) a + aj + ^H ha„-i = <*+<*\+(h-\ ha*-i, 

c'est-fc-dire : 

La somme des valeurs pour lesquelles une fonction doublement perio- 
dique devient infinie, est egale ä la somme des ealeurs, pour lesquelles la 
mime fonction seeanouit ou neu difftre que de multiples des indices de 
pModicite. 

3°. Snbstituant la valeur de ö)(a) dans T^quation (7.) et obser- 
vant qne 6„_ 2 = a n _ x , cette £quation prend la forme : 

(7.) y{z) = C<p (*; a 9 a t - a, b) q> (*; cc 2 , b; a l1 6.) ... <p(s; a„_ 1? 6^; a^ 2j a^), 
donc : 
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Une fonction doublement periodique quelconque \p{z) aux n infinis a, 
«i, ... a,_i et aux n zeros a, a n ... a n _ x peut toujours Stre representte 
sous la forme (tun produit de n—l fonctions ä deux infinis. 

Dans le cas particulier oü, n &ant pair, les infinis et les z£ros de 
V(«) sont liiSs entre eux deux k deux par les 6quations 

a +a l = a +a M 

etc. etc. 

le deuxi&me, quatri&me, sixteme etc. facteur du produit (7.) devient 6gal k 
une constante, et la fonction y/(a) P ent d6s l° rs &re repr£sent£e par un produit 
de -|- facteurs seulement. Donc: 

«Sott ift(&) une fonction doublement periodique ä 2n infinis de sorte que 
V / (*) = ± 0Ü pour z = a, a„ ... «„_,; ß, /?„ ... /?„_,, 
y/(s) = - * = a, a 1? ... n,.!} 6, 6 M ... 6,_ M 



e/ *ot7 



« + ß = a + 6, 
«i + ft = «i + 6i, 



«—1+ &-I = »»-!+ 6.-1? 

cela pose 9 on a: 

(9.) v(*) = c <*>(*>' «5 ß; «, &)<?(*,• «i, Ä; fli, 6i) ... <jp(*; «—i7 /*— 15 «*-i> K-i), 

* 

C designant une constante. 

5. 

Fonctions ä un nombre pair d'infinis. Leur däveloppement en produits de 

fonctions k trois infinis. 

Soit tp(ss) une fonction doublement periodique k un nombre pair 
d'infinis de sorte qu'on ait: 

V(*) = ±°° ponr z = a, ß; a l7 /?»;... a i9 /?,...; a Ä _ 1? /?„_!, 

V>(*) = - * = a, 6; a t , 6,; . . . a t , 6, . . .; a„-i, 6,-1 

et soit 

«* + Ä = <*«, «i + fti =»i. 

Lorsque pour toutes les valeurs de • on a o { = * t , i'6quation (9.) fournit 
le d^veloppement de rp(z) en produit de n facteurs k deux infinis. Lorsqu'au 
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contraire la condition o i = s i ne subsiste plus, le d£veloppement de y(z) 
par l'£quation (9.) n'est plus possible; mais on pourra j suppiger en 
remplagant les n facteurs k deux infinis par n facteurs k trois infinis. 
Soit 

ft(z) une fonction doublement p&iodique aux deux infinis z = a i9 ß i9 

Fiiz) - - - s = a i9 b £ 

et Pi une constante quelconque, alors la fraction 

fj(*)-fj(Pi) 
Fi(*)-Fi(pd 

est une fonction k trois infinis, car eile est 

= + oo pour * = a i9 ß { et s { — p 

= - * = a i9 bi et Oi—pt; 

par conslquent le produit 

poss&de 3i» infinis et autant de z^ros, renferm^s dans les deux tableaux: 

(A) ( P = ±°° POUT * = a, /»; a„ /?,; ... «„_„ #,_„ 

| =0 - s = a, 6; a 1? ft t ; . . . a„_ I? 6..J, 

et 

, fi , | f = ± » pour & = s-p 9 s, -/>„ ... v-i -/^ , 

| =0 - s = o-p 9 0,-p^ ... ö^-p^; 

mais on peut disposer des quantitds />, pi , ... p H _ t de sorte que les infinis 
et les z£ros du tableau (B.) se detruisent mutuellement. En effet, on peut 
satisfaire en m£me temps aux n 6quations suivantes: 

a x —p t = * 2 —p 2y 






°n-\— Pn-1 = * —P, 

car de ces dquations qui ne renferment que n—1 inconnues, savoir les 
i»— 1 diffßrences Pi—p 9 P2—Pn ••• p n -\—Pn-v> une quelconque est la consd- 
quence des autres, ce que Ton rend Evident en formant leur somme: 
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r&ultat identique d'apr&s l'£quation (8.). En r&olvant ces äquations on 
parvient aux expressions suivantes: 

Pi = p + *i — o, 

p 2 = p + 8l + s 2 -{ö+o l ), 

(10.) (p 3 = p + s l +s 2 +s i -(a+a 1 +a 2 ) 1 

Donc si Ton d£termine les quantitäs /?„ p 2 , . . . p n -i d'aprös les formules (10.), 
p j restant une quantitä entiörement arbitraire, les infinis et les z6ros du 
tableau (B.) se d£truisent et le produit ne conserve que les infinis et les 
z£ros contenus dans le tableau (A.\ c. k d. les m£mes que les infinis et les 
z£ros de la fonction propos^e y(a), donc le rapport de y/(a) divisd par P 
ne peut 6tre qu'une constante, ce qui nous conduit k l'£quation: 

m^ tt(z\ - C MO-KP) fi(*W»(P»> f,-i(*W„-i(p»-Q 

!//(*), /(*), F(*), /i(*), F,(a), ... d&ignant des fonctions doublement pirio- 
diques aux mgmes indices de p6riodicit£ et telles que 

V(*) = ±°° POür s = a, ß; <x„ ft; ... «„_„ /9 n _ 1? 
y/(s) = - z=a, b; a„ 6^ ... a.^, 6.^, 

/;.(*) = +oo pour * = «„ Ä, 

et p M p 2 , ... j9 n _i 6tant des quantitäs d&ermin6es par les 6quations (10.), 
dans lesquelles 

Si en particulier on pose 

« = «! = ... = «„_,; /? = ft = ... = /? n _ M 
a = ö| = ...=:a ll _ 1 ; 6= fe A = ... = fe w _ 1? 

on aura en meme temps: 

A*) = A(*) = — = A-iCO; * = *i = — = 0-1, 

F(*) = F 1 («) = ... = F II , 1 («); * = *l="-=*n-l, 

na = ns, 

p t =p + J, p 2 = p + 2J, ... p„_i=/> + (fi-l)^ 
d'oü il rdsulte la proposition: 

38* 
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Si v(*) est une fonction donblement p^riodique k 2» infinis dont* sont 
= a et dont n sont = ß, et ä 2» z£ros, dont n sont = a et dont n sont = b, 
alors en d&ignant par f(z) nne fonction donblement p^riodiqne anx mgmes 
indices de p£rio<Hcit£ et anx infinis a, ß, et par F(s) nne fonction donble- 
ment p&iodiqne anx m£mes indices de p&riodicitä et anx infinis a 9 b, on 
anra ponr y{z) le d^veloppement snivant: 

nsn *(* - nMzßEL fOO-KP+4 fl»)-flp+(— *)*) 

ll& ' WK } ~ F(*)-F(p) F(*)-F(p+^'">(*)--F(p+(ii--l)^) 

p 6tant arbitraire, C nne constante et 



^/ = a+fe— a — /? = 



n 



6. 
Däveloppement des fonctions donblement päriodiques en fractions de la forme r ^ » 

La 

9>(ä) repräsentant nne fonction doublement pöriodique k deux infinis, (?'(&) son quotient 

difförentiel et L, M, N des fonctions entiöres de cp(z). 

Soit *(*) nne fonction donblement p&riodiqne ä 2» infinis, dont » 
£ganx k a et dont i» £ganx ä ß, alors on a 

Soit 9) (2) une fonction donblement p£riodique anx m&nes indices de periodicite* 
et anx deux infinis a, ß; alors: 

+ (- 1 )" jj^Zfr + (l _^i + • ' ' » 
[»'WlfP(»)M--^-+5Z^=r+- 

Or on pent tonjonrs d&erminer deux constantes C, K de sorte que 

[*(»)-C| V (»)|--ir| V («)|- 2 9'(»)] 
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ne contienne plus les fractions __ , ~Zlj ( l ue J U8( l u, k * a puissance w— 1. 
Par consäquent, en posant 

*(*) = CJ9(«)|- + ä:|9(*)|- 4 9'(«) + * 1 (*), 
*i(*) n'aura que 2»— 2 infinis, dont n—1 £gaux k a et dont »— 1 £gaux 
k /?. En r£p£tant les m£mes Operations on d&erminera deux nouvelles con- 
stantes C, IC de mani&re qne 

et que * 2 0) soit k 2»— 4 infinis seulement, et ainsi de suite. En con- 
tinuant de la m£me mani&re et substituant successivement les valeurs de 
*i (*) 7 *2 (*) » • • • i on parviendra finalement k repr&enter * (s) sous la 

forme suivante: 

(13.) *(*) = M+N<p\z) 

M et N ätant des fonctions enti&res de <p (*), l'une du degr£ n, l'autre du 
degrä »— 2. 

A präsent soit y(s) une fonction doublement p&iodique aux mgmes 
indices de periodicitd que * («) et y (*), et aux n infinis A, A 1? *2, . . . *„_!. 
Formons le produit 

L = |<jp(*)-<jp(A)! |<jp(*)-V(il)|...|y(«)-9( i n-l)| 

et multiplions L par v (*)* le r&ultat sera une nouvelle fonction doublement 

päriodique, qui ne sera plus infinie pour aucune des valeurs A, A„ ... l n _ {) 

mais qui aura n infinis £gaux k a et n £gaux k ß. Par suite L\p(z) est 

une fonction qui peut fitre repr£sent£e comme * (*) sous la forme de l'£qua- 

tion (13.). On a donc 

Ly(«) = Jf+2V(«), 

(14.) y W= fl +yW = P+^(^ 

L, M et N repr£sentant des fonctions entteres de ?>(*), les deux premi&res 
du degr£ n, la troisi&me du degr£ n—2. 

En substituant «+/?—« au lieu de z dans l^quation (14), <p(z) garde 
sa valeur tandis que <p\i) change de signe ce qui donne: 

et de lä: 

±|y(*)+y(«+/3-*)|=-£- = P > 
*IV(*)-V(«+/3-*)| = £?'(») = Cy(*). 
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II est bon de remarquer quelques cas particuliers contenus dans l'£qua- 

tion (14.). 

1°. Si 

V(«) - v(<* +£-*)> 



on a: 



¥>(*) = f-, iV=0. 
2°. Si au contraire 

V(*) = -v(.«+ß-*), 



on a: 



V/(*) = ^-y'(«), * = <>. 
3°. Enfin si les qnantitäs l, l t , ... l n _ x sont en nombre pair et 

ja 

que -k d'entre elles sont =a, les autres =/?: on retombe sur le cas de 

l'äquation (13.) et Ton a: 

y(*) = M+N<p'(*% L=l. 



Seconde Partie. Applications. 

7. 

Determination du quotient diflförentiel des fonctions doublement periodiques ä deux 
infinis. Thäoröme de l'addition pour les meines fonctions. Cas particulier du 

sinus amplitudinis. 

Les r&ultats du dernier num£ro donnent avec la plus grande facilitä 
la d&ermination du quotient diffcrentiel et le thforfcme de l'addition des 
fonctions doublement periodiques k deux infinis. 

Soit (p(z) une fonction doublement pfriodique aux deux indices de 
p£riodicit£ 2co, 2a/, aux infinis a, ß et aux z£ros a, b = a+ß—a; en 
appliquant l^quation (14.) k la fonction |y'(*)J 2 , on trouve d'abord L = l 
puisque y'(a) ainsi que son carr£ ne devient infini que pour * = a et 5=/?. 

De plus on a 

<jp(a) = <p( a +ß-z), 

y'(*) = -y(a+/9-a) ? 

donc on a dans ce cas 

N = 0, 

{cp'(z)} 2 = M 
M d£signant une fonction enti&re de (p (a), et comme l'£quation <p' («) = + oo 
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a deux racines Egales k a et deux Egales k ß, {y'(*)} 2 = ±«> doit avoir 
quatre racines Egales k a et quatre Egales k ß, donc M est du quatri&me 
degr£ en <p(z), ce qui nous conduit au r&ultat suivant: 

(15.) {<p'(*)} 2 = A(p\*)+B<p\z)+C<p 2 (z) + D<p(*) + E, 

A, B 9 C, D, E &ant des constantes. — On d&nontre ais&nent que dans 
le cas oü a = ß 9 on trouve -4 = 0. 



En appliquant T^quation (14) k la fonction 

<p(*+y), 

regard£e comme fonction de z seule, cette fonction 6tant = + <x> pour 

*+» = «, *+» = & 
on trouve 

* = «— ft x i=*ß-y, 

L = \(p(s)-<p(a-y)\ |y(«)-y(/9-y)|; 
donc 

, , n Jf+JVy'(*) 

9^+JJ - j 9 (i)-9(«-»)H v (*)-9GJ- f )} ' 

itf Itant fonction enttere de <p(z) du second degr£ et N du degr£ z6ro. 
Ain8i Ton a: 

^ y * P> T ^ tant des fonctions de y seule. 



Consid&ons en particulier le cas, oü 

cette dquation combin^e avec l'£quation 

?>(*) = (f{a+ß — z) 
donne 

9>(«) = -<*>(«+/?+*) = 9>(2(a+/3) + a), 
donc 2(a+ß) est un indice de p&riodicit£ de <p{z), et Ton peut faire 

a+ß = a-f & = cü. 
En posant * = 0, on trouve q> (0) = — q> (0) , par suite (p (0) doit 6tre =0 ou 
= + oo ; or il est tout k fait arbitraire laquelle de ces deux hypoth^ses nous 
adoptons, car les £quations auxquelles <p (z) satisfait sont £galement v6rifi£es 

par — 3-vi faisons donc 
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<K0) = 0, 

alors on a 

a = 0, 6 = co. 

L'£quation q> (a) = — q> (— «) montre que, g> («) &ant = + oo pour z = a, y (*) 
doit 6tre = + oo aussi pour * = — a, donc il faut qu'on ait, k des multiples 
des indices de p&riodicit6 pr&s: 

ou — a = /?, ou —a = +a. 
Mais le premier cas est contradictoire k l'^quation a+ß=o> 9 par cons£quent: 

— a = +a, 2a = 0, 
c. k. d. a = k la moiti£ d'un indice de p£riodicit£, d'oü Ton conclut : 

a = (o f 9 ß = o)-{-a) i . 
Ainsi dans ce cas particulier les infinis et les z£ros de q> (a) sont enti&rement 
d£termin£s par ses indices de p£riodicit£ et il ne reste d'arbitraire qu'un 
facteur constant, par lequel la fonction peut £tre multipltäe. Pour d&er- 
miner la valeur de ce facteur 1 on n'a besoin que de connattre la valeur 
de <p(z) pour une seule valeur de z>. En posant par exemple 

Kf) = !- 

la fonction g>(s) est completement d&erminee, c'est alors la fonction d£signee 
par le nom de sinns amplitadinis. 

Les valeurs que nous avons trouv^es ponr a, ß, a, b, montrent qne 
lorsque y(») = ±oo on a en meme temps y(»4-a»') = et reciproquement ; 
par suite le prodnit <p (a) <p(s+ a>') ne devient jamais infini et ne peut en con- 

sequence etre qu'une constante que nous designerons par j, ona donc: 

<p(s)<p(z+a>') = -\(p(^)\ = T - 

Par consequent, ponr faire coYncider la fonction <p(s) avec le sinns ampli- 
tudinis, il faut la d£finir par les equations suivantes: 

y(a) = -y(-a), 
y(s) = <p{to— *) = — y(ci+a), 

y(»)y(»'-r») = -r-> 
(C) ( / x * 

*Cf ) = !' 

<p(0) = <p (cü) = 0, q>((o') = (p(io + a)') = + oc, 
(a = 0, 6 = to) , (a = ai f , /? = a> + a/). 
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On en tire en diff&rentiant: 

y f («) = y'(-«) = —4 (»-«)» 

et de lä: 

y'(a) = 
pour 

• = ±X et , = +(«>'+-£), 

donc le second membre de Nquation (15.) s'ävanouit pour ces m£mes quatre 
valeurs de *. Par cons£quent on a: 

e = ]/E d£signant la constante 

« = 9'(0) 
dont la valeur est d&erminee, des que l'on a disposä des valeurs des indices 
de penodicite' 2co, 2co'. 
Mais 

donc: 

(17) (I^WI 1 = y(0)l f (l-^(*))(l-* , v t («)), 

i 9 '(») = <pW(i-?Wi-*V(*)), 

d'oü Ton conclut que y (*) = sin am «s. 



Dans le cas du sinus amplitudinis l'^quation (16.) prend aussi une 

forme tr&s-simple: en effet, on a alors: 

i i 



donc en substituant —* au lieu de & dans l'dquation ( 16.) et soustrayant on obtient : 



»•(»)■ 



*VG0 

Differentiant d'apres 2 et posant a = on trouve pour v la valeur 



v = — 



ce qui fournit les equations: 

*wM«+f>+tc»-»)i- l J3%&, ) 

fioiw^,)-..«-,^-^^, 
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d'oü: 

(18 ° VWK.-,)- *l^ff% W - 

8. 

Transformation du sinus amplitudinis. Expressions en forme d'une somme et d'un produit. 

Puisque la fonction 

( p(z) = sinames, 

d£finie par les 6quations (C.) du num&o pr£c£dent, ne dopend que de la 
valeur des deux indices de p£riodicit£ 2co, 2a/, nous la d&ignerons com- 
pl dement par la notation 

Soit donc <pi(z) une autre fonction de la m£me esp&ce mais aux indices 
de p£riodicit6 2co M 2oj' m de sorte que 

Vi(«) = y(*,»i,»i), 

alors on peut former le tableau suivant 

indices infinis zäros 

<p (s) : 2co, 2ca\ a>\ to + w> 9 0, oi, 

(fi{ss): 2ci>!, 2co' l7 a>i, co,+ai , „ 0, a^. 

A präsent si Ton dtablit entre les indices de pfriodicitä 2co, 2cu', 2o>,, 2a/, 
la relation suivante: 

Ol' o/ 

— - = n- 



0), (O ' 



» d&ignant un nombre impair, on aura en m£me temps: 



r- = M, — = »M. 



(O. 7 o> 

P0S0U8 



V(«) = 9i(i")» 



M 

^/(s) a les indices: — , 2a/; les infinis: io f , co'H ; les zdros: 0, — La 

fonction v(*) e8t donc celle en laquelle se change y(«), lorsqu'on y rem- 
place l'indice 2ai par la » ieme partie de sa valeur, c. k d. 

y(z) = y(«, -Jp a/). 
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Ce m£me changement de 2co en — s'op&re aussi lorsque, £tant donn^e la 

fonction <p(z) 1 on forme une expression sym&rique et enti&re quelconque 
*(*) des n quantitäs 

Si en particulier on pose: 

*(«) = y(g)+y(*+-^p) + "*+y(g+ ~ ), 
ce qui est la plus simple expression sym&rique de ces n quantitäs, * (*) 

2/i 

a non - seulement les mgmes indices de p£riodicit£ — , 2a/ que y («) mais 

aussi les mgmes infinis. En effet, <P(z) ne pouvant devenir infini que 
lorsque l'une des quantit£s 

<jp(«), v(* + ir)' • ' • y (* + n ) 

le devient, *(*) aura les 2» infinis 

a>, cw , (o , . . . tu— v ' 



n ' n ' n 

,. , . (n— 2)w r . (11— 4)cu , (n — 2)cu 



n n ' n 



2ai 

mais *(a) a l'indice de p£riodicit6 — , et n est un nombre impair, donc 
ces 2n infinis se r^duisent aux deux suivants 

(o, c«H 

7 n 7 

qui coincident avec les deux infinis de y(z). Donc i//(«) et *(«) sont 
deux fonctions doublement p&iodiques k deux infinis, qui ont les mgmes 

indices de p£riodicitä — , 2a/, et les mgmes infinis a/, u)'-\ — ; donc (d'apr&s 

l^quation (a.) du n°. 3) on a 

V(«) = H<t>(z) + H', 

H et H' d£signant des constantes. Pour * = les deux fonctions y(*) et 
#(*) s'£vanouissent, donc il faut que //' = 0, et Ton obtient: 

(19.) y(.) = H\<p(*)+<p(*+^) + ..- + <p(* + 2 -<!^y 

ce qui est la formule pour le sinus amplitudinis transform^, pr£sent£ sous 
la forme d'une somme. 
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L'autre formule de transformation qui donne y/(z) sous la forme 
d'un produit, est fournie par la formule g&i£rale (9.). — En effet, pour une 
fonction doublemeut p&iodique tp(z) dont les infinis et les z£ros, compriö 
dans le tableau: 

V(*) = ±°° POtir s = a, ß; a 1? ß t ; . . .; «„_„ ß n _ u 
V/(*) = - s = a, b; a u b x \ . . .; a—i, 6«_i 7 

sont li6s entre eux par les relations: 

a+ß = a+b; a l + ß l = a 1 + b l ; . . .; Un-i + ßn-i^a^ + b^, 
i'lquation (9.) nous a donn£ l'expression: 

q( z ) = C<p(z; <*,ß;a,b).(p (z;a u ß^ a x ,b x )... <?(*; a_ 1? ß n _ x - a w _ l7 ft..,), 

donc en posant 

i i , «* i , (*— 1)« 

9 i n 7 » n ' 

ß = w'+a>, ßi = (o + (o+ — , • • • &-i = » + a> + -*— - z — 7 

W II 

o = 0, £*! = — , ... a^j = -* ^ — , 

6 = co, 6 1= =cü + — , . . . 6,-1 = a> + -^ — — *— 

fi n 

l^quation (9.) prend la forme suivante: 

V>(*) = C<p{z)q>(z-^)<p(z — ^-)-y(g- (w "^ <)<tf ) 
ou celle-ci 7 äquivalente k la premi&re: 

les fonctions 9) (*), V O 5 ) ^^^ pnses dans le sens d6fini au commencement de 

ce num£ro. En y mettant z + (o f au lieu de *, multipliant les deux £quations 

et introduisant une nouvelle constante k t qui joue le m£me r61e pour la 

fonction transform^e rp(z) que k pour <p{z\ de Sorte que 

1 1 

on trouve: 

1 =c 1 






donc 



(20.) vw = Vf 9Wv(*+^M«+^)-»^+ ?fe = ä! 
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ce qui est l'expression du sinus amplitudinis transform£ sous la forme 
d'un produit 

L'application des mfrnes principes k la fonction y(n*), consid£r£e 
comme fonction doublement p^riodique aux indices de p£riodicit6 2w 9 2a/, 
donne les formales pour la multiplication , en somme et en produit. — Enfin 

si Ton applique la formule g£n£rale (14) aux fonctions v(«) = € Pi\w)i 9K 11 *)? 
on obtient les formales pour la transformation et pour la multiplication du 
sinus amplitudinis sous la forme de fractions rationnelles en <p{z). 

Sans nous arreter k ces applications des principes d£jk suffisamment 
dclaircis par les d&veloppements pr£c£dents, nous passerons k la throne de 
la transformation inverse et de la division, eile nous fournira i'occasion de 
donner un exemple de l'application de la formule g£n£rale (12.)* 

9. 
Transformation inverse du sinus amplitudinis. Formule 6! Abel Forraule de Jacobi. 

Soient q>(z) — sin am e* et y(z) = <Pi(tf) les fonctions d^finies dans 

le num£ro pr£c£dent; ces fonctions sont 

aux indices infinis zäros 

(p(z>): 2u), 2a/, ü)', a/+a>, 0, (o, 

V(*) = <Pi\m) : IT* 2( °> w > W + T' °' ^~> 

n repr£sentant un nombre impair. Cela pos£, le probl&me de la trans- 
formation inverse consiste k trouver l'expression de <p(z) par v(*)? tandis 
que nous n'avons obtenu jusqu'k pr&sent que l'expression de v(*) par y(«), 
contenue dans l'^quation 

(19.) v(«) = g(y(»)+y(«+^)+y(»+^)+--+y(i+ 2 <*-V" )\. 

Pour r£soudre ce probl&me, formons l'expression: 

*(«,r) = y(»)+ry(i+^)+^(i+^)+-+r'y(»+ 2(n ~ <> ), 

r reprlsentant une racine de l'lquation 

r" = 1; 

alors F{z, r) est comme <p(z) une fonction doublement p&iodique aux indices de 
p£riodicit£ 2co, 2a/. Comme il est ais£ de v£rifier, eile satisfait aux £quations 
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(E.) F{z, r) = -F(-*, 1), 



de plus F(s,r) est k 2» infinis et partant k 2n z£ros. Ces 4» valeurs se 
trouvent r£unies dans le tableau suivant 

e»/ \ a , «> ,2«i , (2n— 1)» 

F(*,r) = pour *=£, 9 + l^> 9 + ~T> ••• ?+ n » 
F(*,r) = ±oo - » = «', <*> + — , <*>+—, ... a>'+-± — jp^— , 

y repr&entant une quelconque des racines de l'£quation F{z, r) = 0. La 
valeur de g se d&ermine ais&nent; d'apr&s l'£quation g£n£rale (8.) la 
somme des infinis est toujours £gale k la somme des z£ros. De lk on 
conclut: 

tna/ 

m &ant an des nombres 1, 2, 3, . . . 2»— 1. Mais on peut m€me d£montrer, 
qne m est un nombre pair. En effet, formons le produit 

Si ro &ait impair, les infinis et les z^ros de P coincideraient en une 

valeur quelconque de la forme 

ftft» + (2t+i>' 

n ' 

et P, se pr&entant pour ces valeurs sous la forme §, resterait toujours fini 
et difl&rent de z£ro, ce qui est impossible k moins que P ne soit = con- 
stante; mais P, &ant un produit d'un nombre impair n de facteurs, change 
de signe, lorsqu'on met ä + oi au lieu de ss, ce qui exclut rhypothfcse de 
P = constante. Par cons^quent ro est un nombre pair, et Ton peut poser 

9 = -JT"' 

ro repr&entant un des nombres 1, 2, 3, ... n—1. Aux n— 1 valeurs qu'on 
peut attribuer k r correspondent ainsi les »— 1 valeurs suivantes de g: 

_ 2w' 4<o' 2m w' 2(n-i)m' 

^ "~~ tt ' n ' ' ' ' n ' * ' * n 

prises dans un certain ordre. 
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A präsent consideions les deux fonctions: 

A(») = F(», r).F(*, -i), 

*(•, r) = {F(», r)}". 
En 7 appliquant les equations (D.), (E.) on trouve: 

*(«, r) = -*(»+£, = *(*+^T> r )' «(»» r ) = -x(~*> 7)1 

par suite *(*) et /(*) ont les indices de p£riodicit6 — , 2co', c. k. d. les 

mSmes indices que y(*)? et pnisque y{z) est k deux infinis, l(z) et #(*) 
peuvent £tre repr£sent£s sous la forme M + Nrp' (a), M et N 6tant des fonctions 
rationnelles de y/(*). Posons d'abord 

A(*), ätant compos£ de deux facteurs dont chacun a les mgmes infinis, est 

k quatre infinis, dont deux =ai' et dont deux =co'H — , et puisque ces valeurs 

sont les mßmes pour lesquelles V(*) = ± 0O 7 ^ et iV sont des fonctions 
entteres de v(*)> X du second degrä, N du degr6 z6ro. En substituant 

— — a au Heu de ä, A(*) garde sa valeur, tandis que y'(«) change de 

signe et que y(s) reste inaltär£, donc il faut que iV=0. En substituant 
—3 au lieu de z, ip(z) change de signe tandis que A(*) garde sa valeur, 
donc il faut que M soit fonction paire de y>(*)- Enfin 

A(*) = A(-*) = F(«, r)F(*, 1) 

s'£vanouit pour * == g et * = — g 9 donc if doit fitre divisible par 

lv(«)-y(y)llv(«)-v(-^)l = v 2 (*)-v%)- 

R£sumant tout cela, on obtient l'expression suivante de A(ä): 

A(*) = F(*, r)F(«, y) = i*|^(*)-^<*)|, 
-4 repr£sentant une constante et 

g = 

Posons en second lieu 

X {* 9 r) = M+Ny'(z). 
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Des ^quations 
on tire: 

En substituant — — z au lieu de s, V'O 5 ) garde sa valeur, ?//(*) change de 
signe, #(*, r) se change en #(** — ); donc: 



et 



Mais 



z(* 9 |) - M-Ny\z) 
Z<fi,r)z(*> 7-)- Jr-^I^WI 1 . 



par cons£quent: 

(21.) JT-JV |y/(*)|' = A* |^(*)-^)|". 
En d£terminant les fonctions enti&res Jf, iV propres k remplir l'£quation (21.), 
|y'(*)| 2 tont = |y'(0)| 2 (l -^ («))(1-*? V 2 (*)), on a enfin: 

>(«, r)=jF(«, r)|" = if+2Vy/(*), 

(22.) F(*,r) = 9(«)+r*(«+^^ 

En formant des £quations semblables pour toutes les valeurs de r et les 
valeurs correspondantes de g, M et N, et resolvant ces £quations Unfaires, 

on trouve les expressions alg£briques de 9>(ä), <p(z+ — ), ... <?(*+ ) 

en y(*)j expressions qui conviennent avec celles obtenues par Abel 



La formale (22.) de la transformation inverse a le grave inconv^nient de 
d£pendre de la d&ermination des expressions M, N propres ä remplir l'lqua- 
tion (21.). Jacobi a fait voir que cette complication n'est pas inhärente au 
probl^me et que la fonction F(z, r) peut 6tre dtormin^e par une m&hode 
directe. Nous parviendrons ä ce rtoiltat remarquable par une simple 
application du d£veloppement donn£ dans le n°. 5. En effet, la fonction 
X(*3 r )= |^(*5 Ol" e8t de la classe de celles auxquelies se rapporte l'£quation 
g^ndrale (12.), car /(*, r) est une fonction doublement plriodique aux 
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üidices de p£riodicit£, — , 2a/ et k 2» infinis, savoir: 

Xifi, r) = +oo pour * = a>' (» fois) et z = co'H — (» fois), 

et ä 2ii z£ros, savoir: 

#(*,r) = pour z — g (n fois) et s = 9+— (* fois), 

^ &ant de la forme 

2m a/ 
= " 



En remplagant dans la formule (12.) 

V(«) par *(*, r) 
K*) - V(«) 

on trouve 

f r]=sC »(«)-»00 »00-»(p4-2 j) 

( * J yW-^(p + (2n-2)jy) 

Repräsentant le second membre de cette £quation par R et extrayant la 
nieme racine on trouve 

F(*,r) = <p(*)+r(p(z+^) + ...+f"-*<p(z+ 2(fl ^> ) = yR, 

ce qui est le resultat de Jacobi. 

Formant toutes les £quations semblables pour les diff£rentes valeurs 
de r et resolvant, on obtient les valeurs de 

sous une nouvelle forme. 

La valeur de la quantit£ p dans l^quation (23.) est entterement 
arbitraire. On peut faire p = ou lui donner une autre valeur quelconque. 
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Ueber die ein -zweideutige Beziehung zwischen den 

Elementen einstufiger Grundgebilde. 

(Von Herrn Hermann Schubert in Hamburg.) 



In den letzten Jahren haben sich Herr Sturm*) und Herr Hirst**) 
mit der Aufsuchung der Anzahlen beschäftigt, welche sich auf die projeo- 
tiee , d. h. ein - eindeutige Beziehung der Elemente einstufiger und zwei- 
stufiger Grundgebilde beziehen. Zur Berechnung solcher Anzahlen hat 
Herr Hirst, und zuletzt auch Herr Sturm (cf. Math. Ann. Bd. XII, pag. 254 
bis 368) im wesentlichen dieselbe Methode benutzt, welche Herr Zeuthen 
und der Verfasser mehrfach angewandt haben, um die Anzahlen flir Curven 
und flir Flächen aus den viel leichter zu bestimmenden Anzahlen der Aus- 
artungen solcher Gebilde zu berechnen. Wie der Verfasser auch in seinem, 
nächstens bei Tenbner erscheinenden „Kalkül der abzählenden Geometrie" 
(§. 28 bis §. 32) gezeigt hat, gestaltet sich die Berechnung aller Anzahlen, 
die sich auf projective, einstufige Grundgebilde sowie auch auf collineare 
und correlative zweistufige Grundgebilde beziehen, noch viel einfacher und 
übersichtlicher, wenn man den Kalkül anwendet, welchen der Verfasser 
in den ersten Abschnitten seiner „Beiträge zur abzählenden Geometrie" 
(Math. Ann. Bd. X, pag. 1 bis 112) von den allgemeinsten Gesichtspunkten 
aus ausgebildet hat. Mit Hülfe dieses Kalküls lassen sich die Sturm-Hirst- 
schen Anzahl-Probleme leicht in der Richtung erweitern, dass an die Stelle 
der projectiven, d. h. ein-eindeutigen Beziehung eine 

a-ß- deutige 
Beziehung gesetzt wird. In der vorliegenden Abhandlung sind zunächst 
nur die Anzahlen abgeleitet, welche sich auf zwei ein-zweideutig auf ein- 

*) Man vergleiche Herrn Sturms Abhandlungen in den Bänden I, VI, X, XII 
der Math. Ann. und die Abhandlung in Bd. VII der Proceedings der London Mathe- 
matical Society. 

**) Man vergleiche Herrn Hirsts Abhandlungen in den Bänden V, VI, VIII der 
Proc. London Math. Soc. 

40* 
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ander bezogene, einstufige Grundgebilde beziehen, wo unter einem einstufigen 
Grundgebilde die Gesammtheit aller Punkte einer Geraden oder aller 
Ebenen eines Ebenenbüschels oder aller Strahlen eines Strahlbüschels zu 
verstehen ist. 

§.i. 

Die Dimension der Bedingung der a-/?-Deutigkeit zwischen den Elementen 

einstufiger Grundgebilde. 

Jede a-/3- deutige Beziehung zwischen den Elementen zweier ein- 
stufigen Grundgebilde kann durch eine Gleichung zwischen zwei Variabein 
x und y dargestellt werden, welche für x vom Grade a, für y vom Grade ß ist. 
Eine solche Gleichung hat aber, wenn sie so allgemein wie möglich ist, 

(a+l)(/J+l)-l oder a.ß+a + ß 

wesentliche Constanten. So gross ist also auch die Dimension der Bedin- 
gung der a-/?-Deutigkeit, d. h. der Bedingung, welche ausspricht, dass jedem 
Elemente eines einstufigen Grundgebildes ß Elemente eines anderen ein- 
stufigen Grundgebildes zugeordnet sind, und dass umgekehrt einem dieser 
Elemente a Elemente des ersten Grundgebildes zugehören. 

Mehr geometrisch kann man sich dieses Resultat auch in folgender 
Weise klar machen. Zwei in fester Ebene befindliche Strahlbüschel 
mit den Scheiteln S a und S ß mögen die Bedingung der a-ß-Deutigkeit er- 
füllen, so dass also jedem Strahle durch S a ß Strahlen durch S ß und um- 
gekehrt jedem Strahle durch S ß a Strahlen durch S a entsprechen. Dann 
giebt es nach dem CAo*/e*schen Correspondenzprincip auf jeder beliebigen 

Geraden der festen Ebene 

a + ß 

Punkte, in welchen sich zwei Strahlen schneiden, die sich durch die «-/?- 
deutige Beziehung einander entsprechen. Folglich bilden die Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen eine Curve (<x+/3) ten Grades. Diese Curve hat, 
wenn sie punktallgemein gedacht wird, die Constantenzahl 

l(a+ß)(a+ß+9). 
Nun aber erfüllt die Curve auch die Bedingungen, durch S a a-mal und 
durch S ß /?-mal hindurch zu gehen. Diese Bedingungen sind bekanntlich 
±a(a +l)-fach resp. £/?(/? +l)-fach. Folglich bleibt für die Dimension der 
Bedingung der a-/3-Deutigkeit übrig: 

i(«+/9)C«+/9+3)— |a(«+l)-4^09 + l) oder a.ß+a+ß. 
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Addirt man zu dieser Zahl noch die Constantenzahlen der beiden Grund- 
gebilde, also vier für eine Gerade, fünf für einen Strahlbüschel, so erhält 
man die Constantenzahl des Gebildes, welches aus zwei a-/?- deutig auf 
einander bezogenen Grundgebilden besteht. Speciell ergiebt sich für das 
Gebilde, welches aus zwei ein - zweideutig einander zugeordneten geraden 

Pnnktreihen besteht, 

4 + 4+1.2+1+2 oder 13. 

Besteht ferner eine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Strahlen eines 
Strahlbüschels und den Ebenen eines Ebenenbüschels, so erhält man aus 
den beiden so auf einander bezogenen Grundgebilden ein Gebilde mit der 

Constantenzahl 

5+4+1J2+1 + 2 = 14. 

§•2. 
Die Bedingungen für zwei ein-zweideutig auf einander bezogene gerade Punktreiben. 

Wir beschäftigen uns mit dem Gebilde r, welches aus zwei auf den 
beiden Geraden g x und g 2 liegenden, geraden Punktreihen so zusammengesetzt 
ist, dass jedem Punkte a x auf g x zwei Punkte ch und ch auf g 2 zugeordnet 
sind, dass aber umgekehrt jedem Punkte a 2 auf g 2 nur ein Punkt a i auf 
g x zugehört. Dieses Gebilde hat, wie in §. 1 gezeigt ist, die Constanten- 
zahl 13. Auf g 2 gehören oo'-mal zwei Punkte ch und a 2 dadurch zusam- 
men, dass sie einem und demselben Punkte a t auf g x entsprechen. Dadurch 
entsteht auf g 2 eine sogenannte Involution. Es existiren also, wie auch das 
Correspondenzprincip ergiebt, zwei Doppelpunkte auf g % , d. h. zwei Punkte, 
deren jeder zwei Punkte in sich vereinigt, welche beide einem und dem- 
selben Punkte auf g x entsprechen. Jeder dieser Doppelpunkte heisse d, 
so dass d zugleich die einfache Bedingung bedeutet, dass einer der beiden 
Doppelpunkte auf einer gegebenen Ebene liege*). Ebenso bezeichnet g x 
resp. g 2 nicht bloss die Gerade g x resp. g 2 selbst, sondern auch die einfache 
Bedingung, welche dieselbe dadurch erfüllt, dass sie eine gegebene Gerade 
schneidet. Ausser den drei einfachen Bedingungen g XJ g 2 , d definiren wir 
noch die folgenden beiden einfachen Bedingungen: 



*) Hier, wie aueh öfter im Folgenden ist eine gewisse Symbolik für Bedingungen 
angewandt, über welche sowohl die Abhandlung in Bd. a der Math. Ann. (Ab- 
schnitt I, namentlich pag. 18), wie auch der erste Abschnitt (namentlich pag. 5) meines 
Buchs (Teubner 1879) genaueren Aufschluss giebt. 
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Das Symbol £ bezeichne die Bedingung, dass von zwei gegebenen 

Ebenen eine bestimmte die Gerade g : in einem Punkte schneide, 

welcher durch die ein- zweideutige Beziehung entsprechend ist dem 

Punkte, in welchem g 2 von der anderen Ebene geschnitten wird. 

Das Symbol & bezeichne die Bedingung, dass zwei gegebene Ebenen 

g 2 in zwei Punkten schneiden, welche die beiden entsprechenden sind 

zu einem und demselben Punkte auf g r . 

Dazu fügen wir noch die zweifache Bedingung B, welche aussprechen 

soll, dass von drei gegebenen Ebenen eine bestimmte den Strahl g x in einem 

Punkte schneide, dessen entsprechende Punkte auf g 2 gerade die beiden Punkte 

sind, in denen g 2 von den beiden anderen gegebenen Ebenen geschnitten wird. 

Vermittelst der eingeführten Bedingungen kann man alle möglichen, 

sonstigen Lage-Bedingungen des Gebildes r leicht ausdrücken, wenn man 

die vom Verfasser aufgestellten Incidenzformeln (Math. Ann. Bd. X, p. 27, 

F. I) zwischen Punkt und Strahl ausreichend benutzt. Danach ergiebt 

sich z. B. für die Bedingung, dass eine gegebene Gerade den Strahl g 2 in 

einem Punkte schneide, welcher entspricht dem Punkte, in welchem g x von 

einer ausserdem gegebenen Ebene geschnitten wird: 

£g 2 - 2 . g 2e . 
Sind zwei Punkte gegeben, welche auf g v und g x liegen und sich dabei 
durch die ein - zweideutige Beziehung entsprechen sollen, so ist damit dem 
Gebilde V eine Bedingung auferlegt, für welche vermöge der Incidenz- 
formein gesetzt werden kann: 

%9ip 9* P - 2 • g ip 92s — 9u SV 
Wegen dieser und ähnlicher Beziehungen brauchen wir daher nur die- 
jenigen Anzahlen zu berechnen, welche zählen, wie viel Gebilde r durch alle 
möglichen dreizehnfachen Bedingungen bestimmt sind, die sich aus den Grund- 
bedingungen von g { und g 2 und den Bedingungen (?, £, &, B zusammensetzen. 

§.3. 

Die Ausartungen für zwei ein-zweideutig auf einander bezogene, einstufige Grundgebilde. 

Um zu den gesuchten Anzahlen auf ähnlichem Wege zu gelangen, 
wie man zu den Anzahlen für Curven und Flächen gelangt ist, haben wir 
zunächst Formeln aufzustellen, welche die eingeführten, einfachen Be- 
dingungen auf einfache Ausartungsbedingungen zurückführen. Dadurch werden 
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dann die gesuchten Zahlen von Anzahlen abhängig, welche sich nur auf 
ausgeartete Gebilde r beziehen, und sich desshalb aus bekannten Anzahlen 
zusammensetzen. Wir haben also zunächst die Ausartungen des Gebildes 
r aufzusuchen, und zwar nur die einstufigen, d. h. diejenigen, welche durch 
die Specialisirung eine um eins kleinere Constantenzahl, als das allgemeine 
Gebilde, erhalten, weil nur solche Ausartungen einfache Ausartungsbedin- 
gungen erzeugen, oder, was dasselbe ist, weil nur solche Ausartungen in 
einstufigen Systemen vorkommen können. Derartiger Ausartungen kann es 
in Systemen, deren definirende Bedingung aus keinen anderen Bedingungen, 
als den oben eingeführten Bedingungen besteht, nicht mehr als zwei geben. 
Wir bezeichnen dieselben, und damit auch die von ihnen erzeugten, ein- 
fachen Ausartungsbedingungen, mit to und x, und schicken ihre Defini- 
tionen voran. 

1. Die Ausartung ui besteht aus zwei geraden Punktreihen g x und 
g 2 , so dass jedem beliebigen Punkte a x auf g x ausser einem constanten 
Punkte p noch ein mit o, veränderlicher Punkt auf g> entspricht, und dass 
jedem beliebigen Punkte auf g 2 ein mit ihm veränderlicher Punkt auf g x 
zugehört; nur dem Punkte p auf g 2 kann jeder Punkt auf g x als ent- 
sprechender zugeordnet werden. So wird bei iv auf den beiden Geraden 
g x und 02 eine ein - eindeutige oder projective Beziehung festgestellt, nur 
dass auf g 7 noch ein besonderer Punkt p existirt, der die Eigenschaft hat, 
jedem Punkte auf g x zuzugehören, und der desshalb der singulare Punkt auf 
o) heissen soll. Dieser singulare Punkt vereinigt auch in sich die beiden 
Doppelpunkte d von g 2 . 

2. Die Ausartung x besteht aus zwei geraden Punktreihen g x und 
g 2 derartig, dass jedem beliebigen Punkte auf g x zwei constante Punkte p 2 
und p\ entsprechen, und dass auch jedem beliebigen Punkte auf g 2 ein 
constanter Punkt p x auf g x entspricht; nur dem Punkte p 2 oder dem Punkte 
p'i auf g 2 entspricht jeder Punkt auf </,, und dem Punkte p x auf g x ent- 
sprechen oc^mal zwei Punkte auf g 2) nämlich so, dass immer noch die 
oben erwähnte Involution der zusammengehörigen Punkte auf g 2 bestehen 
bleibt, dass also zwei p x zugeordnete Punkte nicht vollkommen beliebig 
auf g 2 liegen können, sondern die beiden Doppelpunkte cT auf g 2 harmonisch 
trennen müssen, x besitzt demnach auf g x einen singulären Punkt p tJ und 
auf g 2 zwei singulare Punkte p 2 und p' 2 , welche zu den beiden Doppelpunkten 
harmonisch liegen. 
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Man überzeugt sich leicht davon, dass bei diesen beiden Ausartungen 
die Constantenzahl des Gebildes r um eins kleiner geworden ist. Während 
nämlich die ein - zweideutige Beziehung bei dem allgemeinen r durch fünf 
einfache Bedingungen festgestellt wird, wird sie bei cd sowohl wie bei x 
nur durch vier einfache Bedingungen ausgesprochen. Bei w gehören nämlich 
zur Feststellung der ein-eindeutigen Beziehung drei einfache Bedingungen, 
und eine vierte einfache Bedingung ist erforderlich, um auf der Geraden 
g 2 die Lage des singulären Punktes p anzugeben. Bei x gehören eine 
einfache Bedingung zur Festlegung des singulären Punktes p Xl und drei 
einfache Bedingungen zur Feststellung der beiden singulären Punkte und 
der beiden, sie harmonisch trennenden Doppelpunkte. 

Von der Existenz der beiden Ausartungen 10 und x kann man sich 
auf mannigfache Weise überzeugen. Um w zu erzeugen, denken wir uns 
z. B. zwei ein - zweideutig auf einander bezogene Strahlbüschel mit den 
Scheiteln S t und S 2 . Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen erzeugen, 
wie in §. 1 erläutert ist, eine Curve dritter Ordnung, welche in S 2 einen 
Doppelpunkt, in S, einen einfachen Punkt hat. Lässt man nun diese Curve 
in einen Kegelschnitt und eine Gerade ausarten, so wird der eine Schnitt- 
punkt des Kegelschnitts und der Geraden der Doppelpunkt der ausgearteten 
Curve. In ihn fällt also S 2 . Dagegen darf man S t beliebig auf dem 
Kegelschnitt annehmen. Dadurch erkennt man, dass 81 und S 2 Scheitel 
zweier projectiven Strahlbüschel sind, weil die entsprechenden Strahlen sich 
in den Punkten eines Kegelschnitts schneiden; ferner erkennt man, dass 
jedem Strahle durch S t noch ein zweiter, aber constanter Strahl durch S 2 
angehört, nämlich die Gerade, welche mit dem Kegelschnitt zusammen die 
ausgeartete Curve dritten Grades bildet. Ordnet man nun noch die Strahlen 
von Si und S> irgend wie durch Projectionen den Punkten zweier beliebig 
liegenden Geraden g x und g 2 zu, so entsteht eine Ausartung, welche die 
oben für cd angegebene Definition erfüllt. Bei dieser Gelegenheit bemerken 
wir zugleich, dass die durch ein Ausarten des Gebildes V hervorgerufene, 
speciellere ein-zweideutige Beziehung unabhängig davon ist, ob die Träger 
dieser Beziehung gerade Punktreihen oder Ebenenbtischel oder Strahlbüschel 
sind, da ja immer die Elemente eines solchen Grundgebildes den Elementen 
jedes anderen durch blosse Projectionen, also ein- eindeutig zugeordnet 
werden können. 

Um auch die Ausartung x zu erzeugen, denken wir uns wieder eine 
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allgemeine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Strahlen zweier Strahl- 
büschel S t und S 2 , und projiciren dann die Strahlen von S t auf eine Gerade 
M die von S 2 auf eine Gerade g 2 . Dadurch wird eine ebensolche Be- 
ziehung zwischen den Punkten von g l und denen von g 2 festgestellt 
Namentlich erhält man auch auf g 2 zwei Doppelpunkte, deren jeder die 
beiden einem Punkte auf g x entsprechenden Punkte in sich vereinigt, und 
zu welchen immer je zwei Punkte harmonisch liegen, die einem und dem- 
selben Punkte auf g x entsprechen. Legt man nun speciell den Scheitel 
von S x auf g x , so entsteht auf g t und g 2 die oben definirte Ausartung *, 
indem der Scheitel von S t der singulare Punkt auf g v wird, und indem die 
beiden, dem Strahle g x in S x entsprechenden Strahlen die Gerade g 2 in den 
beiden auf g 2 liegenden, singulären Punkten schneiden. 

Sucht man noch auf andere Weise Ausartungen des Gebildes T zu 
erzeugen, also z. B. durch Benutzung anderer Ausartungen der Curve dritten 
Grades, als der bei w benutzten, oder durch eine andere Lage-Specialisirung, 
als der bei x bewerkstelligten, so gelangt man immer wieder zu denselben 
Ausartungen w und x, oder zu Ausartungen von niederer Constantenzahl, 
z. B. zu der zweistufigen Ausartung, welche aus x dadurch hervorgeht, 
dass die beiden singulären Punkte in die beiden Doppelpunkte fallen. 

§.4. 

Die Gleichungen zwischen den Bedingungen für zwei ein-zweideutig auf einander 

bezogene gerade Punktreihen. 

Zwischen den eingeführten fünf einfachen Bedingungen, nämlich den 
drei Lage -Bedingungen £, &, d und den beiden Ausartungs - Bedingungen 
u) und x bestehen drei von einander unabhängige Gleichungen, welche 
man mit Hülfe der Coincidenzformeln des Verfassers, d. h. der Erweiterungen 
der CÄö*/e*schen Correspondenzformel (Math. Ann. Bd. X, pag. 54 und 55 
oder Bd. XI, pag. 349 und 350 oder Kalkül der abzähl. Geom. pag. 44) 
leicht ableiten kann. Wir setzen dabei ein einstufiges System von Gebilden 
F voraus. Dann bestimmt jede hinzutretende einfache Bedingung eine end- 
liche Anzahl von Gebilden r, nämlich die Zahl derjenigen, welche diese 
Bedingung erfüllen, und zugleich dem einstufigen Systeme angehören, d. h. 
zugleich die dieses System definirende zwölffache Bedingung erfüllen. 

Es seien zunächst zwei feste Ebenen e und f gegeben. Diese 
schneiden die Gerade g 2 jedes der oo 1 Gebilde r in zwei Punkten, denen 
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auf g x zwei Punkte c und d entsprechen. So entstehen auf der Geraden 
g x jedes der oo 1 Gebilde /' zwei Punkte c und d> die wir zu einem Punkte- 
paar zusammenfassen. Dem einstufigen Systeme von Gebilden T ist auf 
diese Weise ein einstufiges System von Punktepaaren angehörig, auf welches 
die Coincidenzformel erster Dimension für Punktepaare angewandt werden 

soll, nämlich: 

c+d~g = € (Math. Ann. Bd. X, pag. 54). 

Für das Symbol c ist £ zu setzen, weil die Ebene e und die Ebene der Be- 
dingung c in entsprechenden Punkten schneiden sollen, und weil auf jedem 
von den £ Gebilden des Systems, bei welchen dies der Fall ist, durch die 
Ebene f ein Punkt bestimmt wird, dessen entsprechender der zweite Punkt 
d des Punktepaares c, d ist Ebenso ergiebt sich, dass für d die Bedin- * 
gung £ zu setzen ist Statt g hat man g x zu schreiben. Das Symbol e 
kann auf dreierlei Weise erfüllt werden, erstens dadurch, dass g 2 die Schnitt- 
gerade der beiden Ebenen e und f schneidet, zweitens auch durch ein 
specielleres Gebilde T 9 bei welchem zwei beliebigen Punkten auf g 2 immer 
ein und derselbe Punkt auf g x entspricht, d. h. durch ein Gebilde r, welches 
zu einer Ausartung x wird, und drittens endlich durch ein Gebilde r, 
welches auf e und f Punkte besitzt, die einem und demselben Punkte auf 
g x entsprechen, d. h. welches die Bedingung & erfüllt. Wir erhalten also: 

?+£-* = 8*+*+», 
oder: 

(1.) 2.£ = g x +g 2 +&+x. 

Wendet man jetzt dieselbe Coincidenzformel auf das einstufige System der- 
jenigen Punktepaare an, welche auf den oo 1 Geraden g 2 liegend, den Punkten 
entsprechen, in denen die beiden festen Ebenen e und f die Geraden g x 
schneiden, so hat man 2 . £ für c und für d einzusetzen, weil einem Punkte 
auf g x immer zwei Punkte auf g 2 entsprechen. Statt g hat man 4.# 2 zu 
setzen, weil jedes Gebilde F, welches seine Gerade g 2 eine gegebene 
Gerade schneiden lässt, jetzt zweimal zwei Punktepaare von der angegebenen 
Art enthält Das Symbol *? endlich kann auf dreierlei Weise erfüllt werden, 
erstens zweimal dadurch, dass eine g { die Schnittgerade der festen Ebenen 
e und f schneidet, zweitens einmal dadurch, dass auf g 2 ein einziger Punkt 
existirt, der zwei verschiedenen Punkten auf g x entspricht, d. h. dass die 
Ausartungsbedingung cd erfüllt wird, drittens noch zweimal dadurch, dass 
auf g 2 zwei verschiedene Punkte existiren, deren jeder zwei verschiedenen 
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Punkten auf g x entspricht, d. h. dass die Ausartungsbedingung x erfüllt 
wird, Also kommt: 

2. £+2. £-4.0 2 = 2.g x + a> + 2.x, 
oder: 

(2.) 4.£ = 2.g l + A.g 2 + (o + 2.x. 

Eine dritte Gleichung erhalten wir, indem wir auf allen oo 1 Gebilden r 
des Systems diejenigen oo 1 Punktepaare herausgreifen, deren, jedes aus 
solchen zwei auf g 2 liegenden Punkten besteht, die einem und demselben 
Punkte von g x entsprechen, und indem wir dann auf das entstandene, zwei- 
stufige System von Punktepaaren die Coincidenzformel 

cd—g e = e b (Math. Ann. Bd. X, pag. 55, F. 5) 

anwenden. Dann ist das Symbol cd gleich &, g e gleich zu setzen, weil 
das System nur einstufig ist, und sb gleich 3 zu setzen, weil S die Be- 
dingung ist, welche ausspricht, dass auf einer gegebenen Ebene zwei 
Punkte coincidiren, die einem und demselben Punkte als entsprechende 
zugehören. Demnach erhalten wir das einfache Resultat: 

(3.) 9 = tf. 

Viertens fassen wir noch auf jedem der oo 1 Gebilde des einstufigen Systems 

die beiden auf g 2 liegenden Doppelpunkte als Punktepaar zusammen, und 

wenden auf das entstandene, einstufige System von Punktepaaren die schon 

oben zweimal benutzte Coincidenzformel erster Dimension an. Dadurch 

kommt: 

J+tf— 2.^2 = o), 
oder: 

(4.) 2J = 2.g 2 + io. 

Die abgeleiteten vier Gleichungen repräsentiren nur drei von einander un- 
abhängige Gleichungen, wodurch eine angenehme Controle erreicht ist 
Aus (3.) und (4.) folgt nämlich: 

(5.) 2.9 = 2.g 2 + a>. 

Dasselbe Resultat erhält man aber auch durch Elimination von £ aus (1.) 
und (2.). 

Um auch noch die oben definirte zweifache Bedingung B durch die 
zweifachen Bedingungen auszudrücken, welche £, 9 und die Grundbedin- 
gungen der beiden Träger g x und g 2 enthalten, wenden wir das Princip von 
der Erhaltung der Anzahl an (Math. Ann. Bd. X, pag. 23, Kalkül der 

41* 
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abzähl. Geom. pag. 12). Wir betrachten die zusammengesetzte Bedingung 
£#. Durch £ sind zwei Ebenen gegeben, von denen die eine den Strahl 
g u die andere den Strahl g 2 so schneiden soll, dass die Schnittpunkte ent- 
sprechend werden. Die erste, g x zugeordnete Ebene heisse e l7 die andere, 
g 2 zugeordnete Ebene heisse e?. Durch & sind auch zwei Ebenen gegeben, 
welche f 7 und f 2 heissen mögen. Nach dem Princip von der Erhaltung 
der Anzahl bleibt nun die endliche Zahl der Gebilde Z 1 , welche, einem 
vorausgesetzten zweistufigen Systeme angehörig, die Bedingung £# erfüllen, 
immer dieselbe, gleichviel welche speciellen Lagen man den vier durch 
£# gegebenen Ebenen ertheilt. Wir dürfen deshalb die Ebene e 2 mit der 
Ebene f 2 in eine einzige Ebene <p 2 zusammenfallen lassen. Dann aber 
wird die Bedingung £# erfüllt erstens durch jedes Gebilde -T, welches 
einen in g x liegenden Punkt auf der Ebene ^ und die beiden entsprechen- 
den Punkte auf q> 2 und auf f 2 hat, d. h., welches die Bedingung B erfüllt. 
Zweitens wird bei der specialisirten Lage der vier gegebenen Ebenen £# 
auch zweimal dadurch erfüllt, dass ein Gebilde des vorausgesetzten zwei- 
stufigen Systems seinen Strahl g 2 auf (p 2 zu liegen hat, also die Bedingung 
g 2 , erfüllt, und zwar zweimal, weil dem Schnittpunkte von g x mit ^ zwei 
Punkte auf g 2 entsprechen, deren jeder mit dem Schnittpunkte von g 2 und 
f 2 zusammen ein & erfüllendes Punktepaar ausmacht Drittens wird £# 
auch durch jedes Gebilde F erfüllt, welches zu einer Ausartung w wird, 
die ihren singulären Punkt p auf <p 2 besitzt. Bezeichnet man die letzt- 
genannte Bedingung mit wp, so kommt also: 

(6.) £* = B + 2.g e +wp. 
Behufs Ableitung einer zweiten Formel für B legen wir von den vier 
durch die Bedingung S 2 gegebenen Ebenen die beiden g k zugeordneten 
Ebenen e x und f x in eine einzige Ebene <p x zusammen. Dann wird, wenn 
wir die beiden anderen, g 2 zugeordneten Ebenen e 2 und f 2 nennen, die Be- 
dingung C Hin- in den folgenden vier Fällen von einem Gebilde des vor- 
ausgesetzten zweistufigen Systems erfüllt: erstens, wenn die dem Schnitt 
von g { und <p t entsprechenden beiden Punkte auf ej und f 2 liegen, zweitens, 
wenn der Strahl g x in der Ebene <p x liegt, drittens, wenn einer der beiden, 
dem Schnitt von g x und <p x entsprechenden Punkte auf der Schnittgeraden 
von e 2 und f 2 liegt, viertens, wenn eine Ausartung x ihren singulären Punkt 
/>! auf der Ebene tp x zu liegen hat. Im ersten dieser vier Fälle ist die 
Bedingung B zu erfüllen, im zweiten die Bedingung g u . Die Bedingung, 
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welche im dritten Falle erfüllt werden muss, ist schon am Schluss von 
§. 2 vermöge der Incidenzformeln durch £g 2 und g 2e ausgedrückt, näm- 
lich gleich: 

^g 2 — 2 . g 2e . 

Im vierten Falle muss eine Bedingung erfüllt werden, die wir mit xp x zu 
bezeichnen haben. Daher ergiebt sich: 

(7.) P = B + g u + (t9t-2.9u) + *Pi. 
Mit Hülfe der Formeln (2.), (4.), (5.), (6.), (7.) kann man nun bei einem 
systematischen Gange der Berechnung für alle einstufigen resp. zweistufigen 
Systeme die Zahlen £, &, d resp. B bestimmen, vorausgesetzt, dass man 
für diese Systeme die Zahlen co 9 x resp. top, xp x zu berechnen vermag. 
Die Auffindung der gesuchten Anzahlen für die dreizehnfachen, aus £, 9, 
d, B, g t1 g u , g Xp , g u , G t , g 2 , g 2e , g 2p9 g 2t9 G 2 zusammengesetzten Bedingungen 
ist also darauf reducirt, die Ausartungsanzahlen, d. h. die Zahlen für alle 
diejenigen Bedingungen aufzufinden, welche aus w resp. x und allen solchen 
zwölffachen Bedingungen bestehen, die sich aus £, & 9 d 9 B, g x , g Xe9 g Xp9 
g u , G„ g 2 , g 2e9 g 2p9 g 2t9 G 2 und p resp. p x zusammensetzen. 



§.5. 
Die Berechnung der Anzahlen für die Ausartung x. 

Um die Ausartungsanzahlen x zu berechnen, müssen wir zunächst aus 
der Definition von x entnehmen, in welcher Weise x die Bedingungen £, 
9 9 S 9 B zu erfüllen vermag. Die Bedingung £ kann sowohl dadurch be- 
friedigt werden, dass die eine der beiden durch £ gegebenen Ebenen den 
singulären Funkt p x auf g x enthält, wie auch dadurch, dass die andere 
Ebene einen der beiden singulären Punkte p 2 und p 2 auf g 2 enthält. Also 
ist immer: 

(8.) x% = zpi+x(p 2 +p' 2 ). 

Die Bedingung & bei x lässt sich nicht anders darstellen, weil die auf g 2 
liegende Involution bei x nicht ausgeartet ist. Es gilt also nur die für 
jedes Gebilde r abgeleitete Gleichung (3.) auch für x 9 also 

(9.) x9 = xd. 

Die Bedingung B kann von x auf zweierlei Weise erfüllt werden, erstens 
dadurch, dass die eine g x zugeordnete Ebene der Bedingung B den singulären 



322 Schubert, ein-sweideutige Beziehung zwischen geraden Punktreihen. 

Punkt p x enthält, während die beiden anderen Ebenen g 2 in zusammen- 
gehörigen Punkten der Involution schneiden, zweitens auch dadurch, dass 
die beiden g 2 zugeordneten Ebenen g 2 in den singulären Punkten schneiden. 

Also ist: 

(10.) xB = xp t &+xp 2 p 2 . 

Mit Hülfe dieser Beziehungen kann man alle Zahlen x bestimmen, sobald 

man nur für eine auf einer Geraden g liegende Involution die sechs Zahlen 

kennt, welche angeben, wie viel Involutionen die Bedingungen 

G»\ g.P, g e 9\ g p P, gß*, &« 

erfüllen, wo £ für die Involution die Bedingung bedeutet, dass zwei ge- 
gebene Ebenen den Träger g in zusammengehörigen Punkten schneiden. 
Für diese Bedingung kann aber, wie bei (3.) und (9.), wieder d gesetzt 
werden, wo d angiebt, wie viel Involutionen einen ihrer Doppelpunkte auf 
einer gegebenen Ebene haben. Da ferner die Involution durch die Fest- 
stellung der Lage ihrer beiden Doppelpunkte vollkommen bestimmt ist, so 
folgen die gesuchten sechs Zahlen unmittelbar aus den axiomatischen An- 
zahlen des Raumes , d. h. den Anzahlen vom Werthe 1 , welche angeben, 
wie viel Strahlen durch zwei gegebene Punkte gehen, wie viel Punkte auf 
drei gegebenen Ebenen liegen u. 8. w. Man erhält also: 

G^ = G^ = 1, <^ = ^ = 3 2 .1 = 3 # ), 

^ = ^=±.4.1 = 3, g,& A = g p P = 4^.1 + ±.4^.1 = 7, 

^ = ^ = 5 2 .1 = 10, ^ = ^ = ^.63 = 10. 

Aus diesen Zahlen lassen sich durch Vermittelung der Combinationszahlen 
und mit Hülfe der Formeln (8.) bis (10.) die gesuchten Ausartungsanzahlen 
x leicht zusammensetzen, wie die folgenden drei Beispiele lehren: 

^G 1 g^a 2 = 4, l .xG lPl g 2p (p 2 +p^» 2 

= ^.[33.1+32.3] =40. 

*gu92?&* = 4n.xg u p\g 2 {p 2 +p 2 f 9 A 

= 4 2 .[2 2 .(3+7) + ±.2 1 .10]=120. 

x Pl g lp B?ß* = xp^ip^+p^ipt + fa+p',]) 2 » 5 

= 2 X . xg Xp p\ (p 2 + p 2 ) &« + xp\ g lpPi p' 2 » 5 

= 2 t .10+10 = 30. 

*) Hier, wie in allen folgenden Berechnungen bedeutet n v die Zahl 

n(n— \)(n— 2)...(n — p+i) 

1.2.3...p ' 

welche angiebt, wie oft man aus n Elementen je p herausgreifen kann. 
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Bei der Berechnung der Ausartungsanzahlen x aus den sechs Involutions- 
anzahlen hat man namentlich auf folgendes zu achten, x ist Null, wenn 
die gegebenen Bedingungen nicht die Lage des Strahls g l und des darauf 
befindlichen Punktes p x festzustellen vermögen. Die bei x stehende zwölf- 
fache Bedingung muss daher nothwendig die Bedingungen g lp oder g u oder 
G x enthalten, um eine von Null verschiedene Anzahl hervorzurufen. Ferner 
beachte man, dass die zweifache Bedingung p 2 p' 2 der Involution auf g 2 die 
Bedingung & liefert, und ausserdem die Lage der singulären Punkte fest- 
stellt Ist die Involution ohne Hülfe der singulären Punkte bestimmt, so 
muss noch eine andere Bedingung, nämlich eine Bedingung X>, verwandt 
werden, um die Lage eines singulären Punktes festzustellen, wodurch dann 
auch der andere singulare Punkt eindeutig bestimmt ist. Um die auf die 
singulären Punkte des Strahles g 2 bezüglichen Bedingungen in Involutions- 
Bedingungen umzuformen, hat man häufig erst die Incidenzformeln des 
Verfassers für Punkt und Strahl (Math. Ann. Bd. X, pag. 27 oder Kalkül 
der abzähl. Geom. pag. 25 und 26) anzuwenden, wie das folgende Bei- 
spiel lehrt. 

Um xG^ö* zu berechnen, hat man zunächst nothwendig eine und 
nur eine der fünf Bedingungen £ zur Feststellung des singulären Punktes 
p x auf g x zu verwenden. Dann müssen die übrigen vier Bedingungen £ 
und die drei Bedingungen & zur Festlegung der Involution und der singu- 
lären Punkte auf g 7 verwandt werden. Dies kann nun in zweierlei Weise 
geschehen. Erstens können drei Bedingungen £ zur Bestimmung des einen 
singulären Punktes und eine Bedingung £ zur Bestimmung des anderen 
singulären Punktes verwandt werden. Dadurch erhalten wir die Bedingung 
p z q 9 wenn p der eine, q der andere singulare Punkt ist. Nun ist aber 
nach den Incidenzformeln, wenn der Verbindungsstrahl von p und q mit g 
bezeichnet wird, 

p*q = (P9p-9s)q=pq9 P -q9s; 

und da pq eine Bedingung & liefert, so erhalten wir in diesem Falle für 
die Zahl der Involutionen: 

g p &-g s 9> oder 7-3. 
Zweitens können aber auch die vier Bedingungen £ auf £.4*- fache, d.h. 
dreifache Weise so vertheilt werden, dass zwei für die Festlegung des 
einen und zwei für die Festlegung des anderen singulären Punktes ver- 
wandt werden. Dadurch erhalten wir p 7 q 7 , wofür nach den Incidenzformeln 
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geschrieben werden kann: 

(P9-9e)(qg-9e) 
oder 

pqg 2 -9sP-9*q+G = pq9e+pqg P -P9*-q9*+ G - 

Dies giebt flir die Zahl der Involutionen mit Festlegung der singulären 
Punkte den zweiten Addenden: 

9e&+9p&-2.9*F, oder 3+7-2. 

§.6. 
Die Berechnung der Anzahlen für die Ausartung a>. 

Die Ausartung io kann die Bedingung £ auf zweierlei Weise erfüllen, 
erstens dadurch, dass co seinen singulären Punkt p auf einer der beiden 
durch £ gegebenen Ebenen besitzt, zweitens auch dadurch, dass die bei a> 
auf g t und g 2 liegenden projectiven Punktreihen die Bedingung erfüllen, 
zwei einander entsprechende Punkte auf den beiden Ebenen von £ zu be- 
sitzen. Bezeichnet man die letztgenannte Bedingung mit n 9 so kommt also : 

(11.) C«£ = OJp-f 0)71. 

Um to& zu erfüllen, muss man irgend eine der beiden durch & gegebenen 
Ebenen zur Festlegung des singulären Punktes p verwenden, gleichviel, in 
welchem Punkte dann die andere Ebene den Strahl g 2 schneidet. Also ist: 

(12.) o)9 = 2.a)p. 

Ebenso ergiebt sich, da in p die beiden Doppelpunkte vereinigt liegen, 

(13.) o)d = 2.cop. 

Die Formeln (12.) und (13.) bestätigen von neuem die auch für das all- 
gemeine Gebilde r geltende Formel (3.). 

Die Bedingung B kann von w nur dadurch erfüllt werden, dass 
irgend eine der beiden g 2 zugeordneten Ebenen den Strahl g 2 in p schneidet, 
und dass die andere den Strahl g 2 in einem Punkte schneidet, welcher 
projectiv entspricht dem Punkte, in welchem der Strahl g x von der g t 
zugeordneten Ebene geschnitten wird. Also ist: 

(14.) ioB = 2.u)pn. 

Hiernach kann man die gesuchten Ausartungsanzahlen leicht berechnen, 
wenn man die Anzahlen für das Gebilde kennt, welches aus zwei ein-ein- 
deutig, d. h. projectiv zugeordneten geraden Punktreihen besteht Diese 
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Anzahlen hat zuerst Herr Sturm, und zwar flir das dual entsprechende 
Gebilde, in seinem „Probleme der räumlichen Projectivität" (Gott. Nachr. 
1873, pag. 311 bis 320, Math. Ann. Bd. VI, pag. 513 bis 550) berechnet, 
und später bei seinen weiteren Untersuchungen über correlative Bündel 
angewandt. Bei dem heutigen Stande der geometrischen Abzählungsmethode 
lassen sich diese Anzahlen viel kürzer und übersichtlicher berechnen. 
Deshalb soll die wenig Raum kostende Berechnung aller dieser Anzahlen 
hier eingeschaltet werden. 



Das aus zwei projectiven geraden Punktreiben bestehende Gebilde. 

Das Gebilde *, welches aus zwei projectiv zugeordneten geraden 
Punktreihen mit den Trägern g und g' besteht, hat nach §. 1 die Constantenzahl 
3+4+4 oder 11. Für dieses Gebilde * bezeichne n die Bedingung, dass zwei 
gegebene Ebenen die Strahlen g und g' in zugeordneten Punkten schneiden. 
Die einzige Ausartung e von * kann man in folgender Weise erzeugen. 
Man denke sich zunächst in fester Ebene zwei projective Strahlbüschel mit 
den Scheiteln S und S', und zwei Gerade g und g, und ordne immer zwei 
solche Punkte von g und g einander zu, die auf entsprechenden Strahlen 
der beiden Strahlbüschel liegen. Dadurch entstehen auf g und g projective 
Punktreihen. Legt man dann den Scheitel S auf g selbst, so entspricht 
jedem beliebigen Punkte auf g' der constante Punkt S auf g 9 und jedem 
beliebigen Punkte auf g der constante Schnittpunkt von g und g\ Diese 
speciellere projective Beziehung zwischen den beiden geraden Punktreihen 
bleibt erhalten, wenn man jede derselben irgend wie durch Projectionen 
auf zwei andere Gerade wirft. Wir erhalten also die folgende Definition 
für die Ausartung € des Gebildes *. e besteht aus zwei Geraden g und 
g' mit zwei singulären Punkten p resp. p\ so dass jedem beliebigen Punkte 
auf g immer der Punkt p' 9 jedem beliebigen Punkte auf g immer der Punkt 
p entspricht. Die Bedingung, welche * dadurch erfüllt, dass es zu einer 
Ausartung « wird, heisse auch £. Man kann nun leicht eine Gleichung 
zwischen den vier einfachen Bedingungen n 9 g, g\ e in folgender Weise 
erhalten. Man betrachte ein einstufiges System von Gebilden *, und 
nehme zwei feste Ebenen E und F an. In jedem der sc 1 Gebilde * des 
Systems ist dann ein Punktepaar auf g dadurch festgestellt, dass man zu 
den beiden Schnittpunkten von g mit den Ebenen E und F die beiden ent- 
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sprechenden Punkte bestimmt. Auf das so entstehende einstufige System 
von Punktepaaren wende man die schon im §. 4 angewandte Coincidenz- 
formel erster Dimension für Punktepaare an. Dann erhält man: 

n+n—tf = g + e, 

und zwar g + e, weil die Punkte eines der ac 1 Punktepaare sowohl dann 

eoineidiren, wenn der Strahl g die Schnittgerade der beiden Ebenen E und 

F schneidet, wie auch dann, wenn ein Gebilde * zu einer Ausartung e 

wird. Also ist: 

(15.) 2.7i = g+g'+e. 

Hiernach kann man die Anzahlen für alle aus n und den Grundbedingungen 
von g und g zusammengesetzten elffachen Bedingungen bei einem geschickten 
Gange der Berechnung bestimmen , wenn man die Ausartungszahlen , d. h. 
die Zahlen für die e enthaltenden Bedingungen kennt Nun aber ist, gemäss 
der Definition von e, 

en = ep+ep f . 

Deshalb folgen die Ausartungsanzahlen unmittelbar aus den axiomatischen 
Anzahlen des Raumes. Nur sechs von ihnen haben von Null verschiedene 
Werthe: *&&?** = 42.1, weil zwei von den vier Bedingungen n zur Fest- 
stellung von p, die anderen beiden zur Feststellung von p' verwandt 
werden müssen; ebenso: 

«fc0> a = «s.l, «GGV = 2, €&GV = 3, «&GV = 4, egj,n s = 10. 
Dieselben Werthe erhält man natürlich bei Vertauschung der beiden Träger 
g und g\ Man kann nun gemäss der Formel (15.) die in der folgenden 
Tabelle unter n aufgeführten sämmtlichen Anzahlen für das Gebilde * 
aus den berechneten sechs Ausartungsanzahlen e und den immer schon 
vorher bestimmten Zahlen g und g im Kopfe ausrechnen. Jede Zahl der 
Tabelle giebt an, wie viel Gebilde * die links vorangestellte, zehnfache 
Bedingung und die vertikal darübergestellte einfache Bedingung zugleich 
erfüllen. Die Zahlen g und g sind entweder Null, oder immer schon vor- 
her berechnet Da zweien, durch Vertauschung von g und g' in einander 
übergehenden Bedingungen ein und derselbe Zahlen werth zukommt, so ist 
von solchen zwei Bedingungen immer nur die eine angeführt 
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Tabelle der Anzahlen für zwei projective gerade Punktreihen. 





t 


g 


<f 


n 




e 


g 


{f 


n 


GG'n* 


2 








1 


ft.sU* 





3 


9 


6 


g.G'n* 


3 


1 





2 


gt&n* 





3 


3 


3 


g.G'n* 





2 





1 


g'.n' 





7 


1 


4 


g p G'n* 


4 


2 





3 


gg'en 7 





9 


7 


8 


g,g',n* 


6 


2 


2 


5 


gg/pn 7 





25 


7 


16 


gG'n 1 





4 





2 


«X 





16 


4 


10 


gpg> n * 


10 


5 


3 


9 


g'.n* 





8 


4 


6 


gtg'rf 





5 


1 


3 


gg , n* 





24 


24 


24 


G'n' 





2 





1 


Sf"' 





24 


16 


20 


gg'.n 1 





12 


2 


7 


n 10 





20 


20 


20 


Ml*' 


20 


9 


9 


19 













Hiernach ist z. B. g p g p n 7 = 19 oder in Worten: 

SeW sieben Ebenen und ein Punkt, und ihnen einssein zugeordnet, 
sieben andere Ebenen und ein anderer Punkt gegeben, so lassen sich neunzehn 
Gerade durch den ersten Punkt so legen, dass ihre Schnittpunkte mit den 
sieben zugehörigen Ebenen projeclw entsprechen den sieben Schnittpunkten, 
welche die anderen sieben Ebenen auf einer, nun völlig bestimmten, durch den 
zweiten Punkt gehenden Geraden besitzen. 

Um ein zweites Beispiel der Uebersetzung unserer 21 Anzahlen in 
herkömmliche Terminologie zu haben, kleiden wir noch das Resultat 
g' p n 9 = g p n° = 10 in Worte: 

Sind neun Ebenen und ihnen einzeln zugeordnet neun andere Ebenen 
gegeben, so giebt es in jedem Strahlenbündel zehn Strahlen, deren jeder im 
Räume einen zugeordneten zweiten Strahl ton folgender Beschaffenheit be- 
stimmt. Der erste Strahl schneidet die ersten neun Ebenen in neun Punkten, 
welche projeclw entsprechen den neun Punkten, in denen der zweite Strahl 
eon den anderen neun Ebenen geschnitten wird. 

Weitere Resultate kann man aus den gewonnenen 21 Anzahlen bei 
Anwendung meiner Coincidenzformeln fllr das Strahlenpaar entnehmen. 
(Cf. Math. Ann. Bd. X, pag. 68, 69 und auch 89, 90, Kalkül der abzähl. 
Geom. pag. 61 u. 62, F. 34 bis 38.) Lässt man z. B. die beiden Träger 
g und g' der beiden projectiven Punktreihen in eine und dieselbe Gerade h 
zusammenfallen, so erhält man ein Gebilde mit einer um vier kleineren 
Constantenzahl, für welches nach den fünf Zahlen: 

42* 
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h,n*, h e n s , h p 7i? 9 hn 6 , n 1 

gefragt werden könnte. Diese Zahlen ergeben sich aber gemäss den citirten 
Formeln in folgender Weise ans den oben berechneten Anzahlen: 

A,7i' = (Gg' 8 +g,G')n* = 2+2 = 4, 

M 5 = Gg e +g 9 g' t +g e G' = 1+5+1 = 7, 

h p n b = Gg' p +g,g $ +g p G' = 3+5+3 = 11, 

hn 6 = Gg' +g.(g'e+g P )+{g<+g P )g.+gG' = 2+3+9+3+9+2 = 28, 

n 1 = G+gJ+g^+g^+gg^+G 9 = 1+7+3+19+7+1 = 38. 

Beispielsweise lautet das letztgenannte Resultat 7i 7 = 38 in Worten: 

Sind sieben Ebenen, und ihnen einssein zugeordnet, sieben andere Ebenen 
gegeben, so existiren 38 Strahlen, deren jeder die sieben ersten Ebenen in 
sieben Punkten schneidet, welche projectiv entsprechen den sieben Punkten, in 
denen derselbe Strahl von den sieben anderen Ebenen geschnitten wird. 



Aus den für das Gebilde * berechneten Anzahlen resultiren die 
gesuchten Ausartungsanzahlen w für unser Gebilde r durch Vermittelung 
der Formeln (11.) bis (14.) ohne Weiteres, wie die folgenden vier Bei- 
spiele lehren: 

u>gigi,¥& = <*>gig2*(p+ri) 7 -2p 

= 2.7 l .(*)g l g u p 2 7i°+2.7 i) .a)g l g u pn 7 

= 2.7 1 .2+2.7 Ü .7 = 42. 

wgu92p% = wgugipip+n) 7 

= 73.W^ l ,^p 3 7I 4 +7 2 .£0^ l ,^ p p'7l 5 + 7 1 .Wgr | ^p7l 6 

= 73.2+7^5+7^9 = 238. 
= 2 3 .w^p 3 7i 8 = 2 3 .16 = 128. 

= 2 3 .10 = 80. 

Bei dieser Berechnung hat man namentlich zu beachten, dass für die Fest- 
stellung des singulären Punktes auf g 2 die Bedingung p l oder p 2 oder p* 
gegeben sein muss, und dass die Bedingung p 7 resp. p 3 dem auf co liegen- 
den Gebilde * die Bedingung liefert, dass g 2 eine gegebene Gerade schneidet, 
resp. durch einen gegebenen Punkt geht. 
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§•?• 
Die Berechnung der Anzahlen für zwei ein -zweideutig auf einander bezogene 

gerade Punktreihen. 

Es sind jetzt alle Vorarbeiten zur Berechnung der gesuchten An- 
zahlen für unser Gebilde JT durch die Formeln (2.), (4.), (5.) des §. 4 so- 
wie durch §. 5 und §. 6 erledigt. Wir berücksichtigen bei der Berechnung 
ausser den auf die Strahlen g t und g 2 bezüglichen Grundbedingungen nur 
die Bedingungen £ und &. Dadurch sind zugleich alle £, & und d bezüg- 
lichen Bedingungen bestimmt, weil nach der Formel (3.) des §.4. fT = # 
ist Der Kürze wegen unterlassen wir die Berechnung der im allgemeinen 
kleineren Anzahlen für die B enthaltenden Bedingungen, und zeigen nur 
nachträglich beispielsweise die Bestimmung solcher Anzahlen sowohl durch 
die Formeln (2.) und (5.), wie auch durch die Formeln (6.) und (7.). 

In den folgenden Tabellen ist in der ersten Columne immer die 
definirende zwölffache Bedingung des betrachteten einstufigen Systems an- 
geführt. Die zweite und dritte Columne enthalten die Ausartungsanzahlen 
co und x, wobei zugleich die Art der Berechnung angedeutet ist. Die fett- 
gedruckten Zahlen bei cd sind immer Anzahlen für die auf io liegenden, 
projectiven geraden Punktreihen (§. 6), die fettgedruckten Zahlen bei x sind 
immer Anzahlen flir die auf x liegende Involution (§. 5). Die in der 
vierten und fünften Columne zusammengestellten Anzahlen g 2 und g t sind 
immer entweder Null oder mit vorher berechneten Anzahlen identisch ; z. B. 
ist die Zahl g x des durch gi p ¥& 3 definirten Systems dasselbe, wie die vor- 
her berechnete Zahl £ des durch g u C&* definirten Systems, oder die Zahl 
9 des durch giffff* definirten Systems. Die Zahlen £ der sechsten Columne 
ergeben sich dann aus den vier voranstehenden Zahlen durch die Formel 
(2.), die Zahlen & der siebenten Columne durch die Formel (5.). Da die 
Anzahl flir jede Bedingung, welche sowohl £ als & enthält, auf zweierlei 
Weise entsteht, nämlich sowohl in der sechsten, wie in der siebenten Co- 
lumne, so ist eine fortwährende Controle der Rechnung möglich. Den 
höhere Potenzen von & enthaltenden Bedingungen gehören Anzahlen an, 
welche gleich Null werden und deshalb fortgelassen sind. Die von Null 
verschiedenen Anzahlen flir die Bedingungen, welche die höchsten Potenzen 
von & enthalten, können auch immer direct den in §. 5 berechneten Anzahlen 
flir die Involution entnommen werden, mit Benutzung gewisser Anzahlen 
des §. 6. Z. B. ist g^fl^S 5 ^ gleich neun, weil nach §. 5 durch g lt d* drei 
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Involutionen bestimmt sind, und jede derselben drei Gebilde r bestimmt, 
da nach §. 6 Gg p 1? gleich drei ist. 

Für das Verständnis der durch die folgenden Tabellen gelieferten Re- 
sultate hat man nur zu beachten, dass jede Anzahl angiebt, wie viel Gebilde 
die in ihrer Horizontalreihe vorgestellte zwölf fache Bedingung, und die in 
ihrer Vertikalreihe darüber gestellte, einfache Bedingung zugleich erfüllen. 



Tabellen der Anzahlen für zwei ein-zweideutig zugeordnete gerade Punktreihen. 

Tabelle A. 





0) 


X 


9t 


9i 


£ 


& 


G,G,? 


4..1 











1 


2 


c,c,r^ 


2\1 


3,.l 








2 


1 


G, <?,£*#' 





2..1 








1 





G,g„? 


5, .2 








1 


3 


5 


G t g u ?& 


2'.2 


4,.l 





2 


3 


2 


G,9u^»* 





3,.l 





1 


2 





G t gu? 


6,.l 








3 


3 


3 


G,g u ?& 


2'.1 








5 


3 


1 


G.gu?& 











2 


1 





G.gxpC 


6,. 8 








3 


6 


9 


G t g lp ?& 


2'.3 


5..1 





5 


9 


3 


G t 9i P ?#* 





4,1 





2 


3 





0,9, C 


7, .2 








3+6 


8 


7 


G t g,?& 


2'. 2 








3+9 


7 


2 


0,9,?*' 











1+3 


2 





G t C 


8,.l 








8 


6 


4 


G t ?& 


2\1 








7 


4 


1 


G,?&' 











2 


1 






Tabelle B. 



(x) 



& 



g„G,? 


5,.l+5,.2 





1 





6 


11 


9uG t C* 


2'.[4,.l+4 .2] 


4, .3.1 


2 





11 


8 


guG x ?*' 


2'.[3 .1] 


3, .(1+3) 


1 





8 


3 


92,G^&' 





2, .3 








3 
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(O 


X 


9 t 


9 t 


£ 


& 


9fa9i«£° 


6 t .2-f6,.8 





3 


6 


21 


33 


g*,g»P& 


2 , .[5,.2+5 .3] 


5, .3.1 


5 


11 


33 


20 


frsguP&* 


2M4..SJ 


4,(1+3) 


2 


8 


20 


6 


g**9i.P# 9 





3,.3 





3 


6 





g*,gu£ 


7,.l+7,.3 





3 


21 


24 


24 


9iMguP& 


2 l .[6,.l+6 .8] 





3 


33 


24 


12 


g**gu£&* 


2\[5 .1] 





1 


20 


12 


3 


9u9uP& % 











6 


3 





g**g\p£ 


7 t .3+7,.9 





6 


21 


48 


69 


g7*gip £* # 


2\[6,.3+6 .9] 


6..3.1 


9 


33 


69 


36 


gi*9\pC&* 


2'.[5 .3] 


5,.(l+8) 


3 


20 


36 


9 


gi*gi P ?&* 





4,3 





6 


9 





Mx? 


8,.2+8,.7 





8 


24+48 


72 


64 


gug t C 7 # 


2'.[7,.2+7 .7] 





7 


24+69 


64 


28 


M*?** 


2'.[6 .2] 





2 


12+36 


28 


6 


Mi ?** 











3+ 9 


6 





g*>? 


9,.l+9,.4 





6 


72 


60 


42 


*.r* 


2 , .[8 I .1+8 .4J 





4 


64 


42 


16 


<h£&* 


2M7..11 





1 


28 


16 


3 


<h.C» % 











6 


3 






Tabelle G. 





(0 


X 


9, 


& 


C 


* 


guG x ? 


6,.2+6,.l 





6 





IS 


24 


g*G,?& 


2'.[5,.2+5 .l] 


5, .3.1 


11 





24 


22 


*. <?,£**• 


2M4..9] 


4, .3.(3-1) 


8 





22 


12 


fh.Gt?»* 





3, .(3+3) 


3 





12 


3 


gt t G t C»* 





2, .3 








3 





giegui? 


7 1 .8+7,.3 





21 


15 


60 


84 


gieguFd" 


2'.[6 l .3+6 .3] 


6,.3.1 


33 


24 


84 


66 


&.&.?&' 


2'.[5 .8J 


5, .3.(3-1) 


20 


22 


66 


30 


&.&.?&' 





4,.(3+3) 


6 


12 


30 


6 


*.*.?** 





3, .3 





3 


6 





gt e gieC 


Oj.o-rOj.o 





24 


60 


81 


78 


9i t g\t£& 


2\[7 1 .3+7 .8] 





24 


84 


78 


48 


guguCV 


2 , .[6 .3] 





12 


66 


48 


18 


g*,gu?9* 








3 


30 


18 


3 


9u9uP&* 











6 


3 
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dt 


X 


9t 


9x 


£ 


& 


9*e9\pC 


8, .9+8,.6 





48 


60 


133 


198 


9*9ip£& 


2'.[7,.9+7 .6] 


7,.3.1 


69 


84 


198 


138 


9<le9\p?& % 


2'.[6 .91 


6,.3.(3-l) 


36 


66 


138 


54 


9>e9lpW 


1 o 


5,.(3+3) 


9 


30 


54 


9 


02,01p £*#* 





4,.3 





6 


9 





gug^' 


9 t .7+9,.8 





72 


81+153 


270 


234 


9u9i£& 


2'.[8,.7+8 .8] 





64 


78+198 


234 


128 


9u9iW 


»"-[7..T] 





28 


48+138 


128 


42 


g*gW 








6 


18+ 54 


42 


6 


mW 











3+ 9 


6 





gut? 9 


10..4+10..6 





60 


270 


299 


180 


guP& 


2'.[9 1 .4+9 .6] 





42 


234 


180 


84 


guW 


2'.[8 .4] 





16 


128 


84 


24 


g*?*' 








3 


42 


24 


3 


9"?*' 











6 


3 






Tabelle D 





0) 


X 


9, 


9i 


£ 


& 


9* c. r 


6,.l+6 t .2+6,.3 





6 





23 


40 


9^0^* 


2 , .f5,.l+5,.2+5 .3] 


5, .[4.1+3.1] 


11 





40 


34 


9* G,?»' 


2'.[4,.l+4 .2] 


4,. [1.1 +3.3] 


8 





34 


20 


<hpGW 


2 8 .[3 .1] 


3,. [3+7] 


3 





20 


7 


9, P GW 





2,- [7] 








7 





9?p9u£' 


7 J .2+7 t .9+7,.9 





21 


23 


92 


140 


92pgu!?& 


2'.[6,.2+6 1 .9+6 .9J 


6 S . [4.1 +3.1] 


33 


40 


140 


102 


togu?»* 


2\l5 1 .2+5 .9] 


5,.[1. 1+3.3] 


20 


34 


102 


50 


girguC'*' 


2\|4..2] 


4,.|3+7J 


6 


20 


90 


14 


gi,gu?&* 





3,.[7] 





7 


14 





gipgu? 


8j.l+8,.3+8,.6 





24 


92 


117 


118 


9'p9i'£' '* 


2'.[7 8 .l+7 I .3+7 .6] 





24 


140 


118 


72 


(hpguW 


2'.[G,.l+6 .3] 





12 


102 


72 


30 


g* P guP& % 


2M5..1J 





3 


50 


30 


7 


g*guP»' 











14 


7 





9ip9ip^ 


8, .3 +8, .9 +8,. 19 





48 


92 


237 


334 


gi P g\p£ 7 & 


2 1 .[7 f .3+7,.9+7 .19] 


7,.[4.1+3.1] 


69 


140 


334 


214 


g+gipW 


2\[6 I .8+6..9] 


f v [l.l+3.3] 


36 


102 


214 


90 


gipgippv 


2*.[5 .3] 


5,.[3+7] 


9 


50 


90 


21 


gipgipt'v* 





4 s -[7] 





14 


21 
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10 



9*9,? 

9ip9,?& 

9*9,?*' 

9ip9 l ?# t 

9*9,?*' 



9,.2+9,.7+9,.16 
2*.f8,.2+8,.7+8 .16] 
2*.[7,.2+7 .7] 
2*.[6 .2] 







9*?° 


10,.1+10,.4+10 1 .10 


9*p?» 


2'.[9 f .l+9,.4+9 .10] 


*>?*' 


2\[8,.l+8 .4] 


9* C»* 


2'.[7..1J 


<hp?»* 






0) 



9,G t ? 
9,0,?*' 



7,.2+7,(l+3)+7,.2 
2 , .[6 J .2+6 1 .(l+3)+6 .2] 
2'.[5,.2+5 .(l+3)] 
2».[4..9] 







9t9i-£ , & 

9,9u?»* 

9 t 9»?&' 

9,9nC'» 1 



8,.5+8,.(9+3)+8,.7 
2\[7,.5+7 1 .(9+3)+7 .7] 
2\[6,.5+6 .(9+3)] 
2*.[5 .S] 







9t9i*? 

9 t 9u?& 

9 t 9»C*' 

9,9*?** 

9 t 9i<?&* 

9,9**?»* 



9,.3+9,.(6+3)+9 l .8 
2'.[8 t .8+8 1 .(6+3)+8 .8] 
2 1 .[7,.8+7 .(6+3)] 
2'.[6 .3] 







9t9ip? 

9,91p?* 

9,9^'»' 

9,9»?»' 

9 t 9»F& A 

9t9ip?&* 











9, 



72 
64 

28 
6 




117+237 

118+334 

72+214 

30+ 90 

7+ 21 



fr 



390 

394 

192 

70 

14 









Tabelle E. 



60 

42 

16 

3 





390 

354 

192 

70 

14 



333 
260 
124 

40 

7 



9,.9+9,.(19+6)+9 I .16 
2'.[8,.9+8, .(19+6)+8 .16] 
2*.[7 I .9+7„.(19+6)] 
2M6 .9] 











6,. 10.1 

5,.[4.(3-l)+3.(2.3-2.1)] 
4,.[3+3.(3+7-3)] 
3 1 -[(3+7)+10] 
2, .10 



38 
64 
56 
32 
10 




9x 














7,. 10.1 

6,.[4.(3- 1) +3.(2.3-2.1)] 

5,.[3+3.(3+7-3)] 

M(3+7)+10] 
3..I0 












354 

192 

70 

14 





260 

124 

40 

7 




? 



80 
122 
120 

84 
40 
10 





8..10.1 

7,.[4.(3-l)+3.(2.3 

6,.|3+3.(3+7-3)] 

5,4(3 +7) + 10] 
4,. 10 



-2.1)] 



122 

120 

84 

40 

10 





152 


80 


360 


224 


122 


488 


168 


120 


420 


80 


84 


252 


20 


40 


100 





10 


20 



488 
420 
252 
100 
20 




198 


360 


540 


196 


488 


522 


120 


420 


360 


48 


252 


180 


10 


100 


60 





20 


10 



522 

360 

180 

60 

10 
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390 


360 


1020 


532 


488 


1290 


352 


420 


1000 


144 


252 


528 


30 


100 


180 





20 


30 



1290 

1000 

528 

180 

30 





43 
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0) 


X 


g* 


g, 


C 


& 


$.!/, r 


10..7+ 10 t .(8+16)+10,.24 





660 


1560 


1980 


1740 


m,?* 


2'.[9 t .7+9 1 .(8+16)+9 .24] 





588 


1812 


1740 


1080 


9,9, ?»* 


2'.[8,.7+8 .(8+16)] 





320 


1360 


1080 


480 


9,9t?»' 


2».[7,.71 





112 


708 


480 


140 


9t9i?V 








20 


240 


140 


20 


9,9,?*' 











40 


20 





*.«" 


ll,.4+ll,.(10+6)+ll,.20 





610 


1980 


2040 i 1490 


9,?°» 


2 , .[10 1 .4+ 10 r (10+6)+10 .20] 





440 


1740 


1490 


800 


9,?»' 


2'.[9,.4+9 .(10+6)] 





208 


1080 


800 


312 


9,?» % 


2*.[8..4] 





64 


480 


312 


80 


9,t?& 








10 


140 


80 


10 


9.?& l 











20 


10 






Tabelle F. 





0) 


X 


9t 


9t 


£ 


& 


o,r 


s^b+s^+s^i 





80 





138 


196 


e,r* 


2 , .[7,.8+7,.2+7 .l] 


7,. 10.1 


122 





196 


200 


<?,£•#■ 


2'.[6,.3+6 .2] 


6,-10.(8-1) 


120 





200 


160 


G,?»* 


2*.[5 .3j 


5,.[4.(7-3)+3.(3+7-2.3)] 


84 





160 


96 


G,F* 4 





4,.[7+3.(10-3)] 


40 





96 


40 


C, £■$» 





3,.[10+10] 


10 





40 


10 


G,r#* 





2,.[10] 








10 





9u? 


9,.9+9,.7+9,.4 





360 


138 


690 


882 


9»?» 


2 1 .[8,.9+8 1 .7+8 .4] 


8,-10.1 


488 


196 


882 


800 


guC'»' 


2'.[7,.9+7 .7] 


7,.10.(3-1) 


420 


200 


800 


560 


9>,P»> 


2 3 .[6 .9] 


6,.[4.(7-3)+3.(3+7-2.3)] 


252 


160 


560 


288 


gu?» 4 





5 3 .[7+3.(10-3)] 


100 


96 


288 


100 


guW 





4 t .[10+10] 


20 


40 


100 


20 


9uV»* 





3 S .[10] 





10 


20 





gw?" 


10,.6+10 a .8+10,.6 





540 


690 


1170 


1110 


9u?» 


2 , .[9,.6+9 I .8+9 .6] 





522 


882 


1110 


816 


gx.C& 


2'.[8,.6+8 .8] 





360 


800 


816 


472 


9u?9> 


2'.[7 .6] 





180 


560 


472 


204 


&<?»' 








60 


288 


204 


60 


*..?*• 








10 


100 


60 


10 


gu?»< | 











20 


10 
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0) 


X 


9t 


5, 


£ 


■» 


gtpV 


10,.19+10,.16+10,.10 





1020 


690 


2140 


2570 


9> P C» 


2'.[9 t .19+9,.16+9 .10] 


9..10.1 


1290 


882 


2570 


2128 


g*?<r 


2\[8 l .19+8 .16] 


8,.10.(3-1) 


1000 


800 


2128 


1336 


9»W 


2\[7 .19] 


7 1 .[4.(7-3)+3.(8+7-2.8)] 


528 


560 


1336 


604 


9>r?V 





6,.[7+3.(l0-3)] 


180 


288 


604 


180 


9*? 9* 





5,.[10+10] 


30 


100 


180 


30 


9*p?V 





4 r 10 





20 


30 


9>C n 


ll,.16+H J -24+ll 1 .20 





1980 


3310 


4680 


4070 


9>C°» 


2' [lOj.16+10,.24+10,,.20] 





1740 


3680 


4070 


2720 


*,?*' 


2\[9 1 .16+9 .24] 





1080 


2944 


2720 


1416 


9t?»' 


2*.[8 .16] 





480 


1808 


1416 


544 


fc?* 4 








140 


808 


844 


140 


9t?» 1 








20 


240 


140 


20 


*,£•*• 











40 


20 





r 


12 l .10+12,.90+12 l .90 





2040 


4680 


5320 


3920 


c i & 


2 , .[11,.10+11 1 .20+11 .20] 





1490 


4070 


3020 


2280 


w 


2'.[10,.10+10 .20] 





800 


2720 


2280 


1040 


r** 


2».[9,.10] 





312 


1416 


1040 


352 


rs* 








80 


544 


332 


80 


e& 








10 


140 


80 


10 


?#• 











20 


10 






Von den eben berechneten 180 von Null verschiedenen Anzahlen 
für die ans den Grundbedingungen von g x und g 2 , aus £ und aus # zu- 
sammengesetzten Bedingungen übersetzen wir Beispiels halber zwei Resultate 
in Worte: 

1. Das Resultat £ 13 = 5320 heisst in Worten : 

Sind dreizehn Ebenen, und ihnen einzeln zugeordnet, dreizehn andere 
Ebenen gegeben, so lassen sich 5320 mal zwei Strahlen so legen, dass die 
dreizehn Schnittpunkte des ersten Strahles mit der ersten Gruppe von Ebenen, 
und die dreizehn Schnittpunkte des zweiten Strahles mit der zweiten Gruppe 
von Ebenen durch eine ein-zweideutige Beziehung zwischen den Punkten der 
beiden Strahlen einander zugeordnet werden können. 

2. Das Resultat G l £ 7 £ 2 = 200 heisst in Worten: 

Ist ein Strahl, und auf ihm sieben Punkte gegeben, so lassen sich 
diesem Strahle 200 Strahlen zuordnen, deren jeder die folgende Beschaffenheit 

43 * 
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hat. Jedem Punkte des ursprünglichen Strahles entsprechen zwei Punkte 
dieses neuen Strahles, jedem Punkte des neuen Strahles aber nur ein einziger 
Punkt des ursprünglichen Strahles, und zwar ist immer einer der beiden 
Punkte, welche einem der sieben gegebenen Punkte entsprechen, auf einer 
gegebenen Ebene gelegen, und auf dem neuen Strahle bestimmen zweimal zwei 
gegebene Ebenen je zwei Schnittpunkte, welche einem und demselben, auf 
dem ursprünglichen Strahle liegenden Punkte entsprechen. 

Von den Anzahlen für die B enthaltenden Bedingungen berechnen 
wir, der Kürze wegen, nur einen kleinen Theil. Durch die Formeln (2.) 
und (o.) erhält man folgende Tabelle, die ebenso eingerichtet ist, wie die 
vorangehenden Tabellen A bis F. 



Tabelle 6. 





O) 


X 


9t 


9t 


£ 


& 


G t C, B* 





2.1 








1 





G t Ö, B£ 


2.1 


1 








1 


1 


G&B& 





1 + 1 








1 





G t g lt B>£ 





2..1+2..1 





1 


2 





OtfuBV 


2.2 


3,.l 





1 


3 


2 


G t g u B?& 





2,.l+2,.l 





1 


2 





9uG,B*£ 


2M 


2, .2 


1 





4 


3 


g^B'S- 





2, .3 








3 





<fr,<W 


2'.[3,.l+3 .2] 


3.1 


1 





5 


6 


g„G t B?» 


2\1 


(l+8)+2,.2 


1 





6 


3 


#.G,W 





3+3 








3 





G t g lt B? 


2M 








3 


2 


1 


G t g u B?» 











2 


1 





G t g u B^ 











2 


1 





G t gx P B? 


2\3 


4,1 





3 


6 


3 


G t g, p B?& 





3,.l+3,.l 





2 


3 





G.^pßT 





2..1+2..1 





2 


3 





guguB? 


2'.[4,.2+4 .8] 


4,.3 


3 


5 


18 


16 


gugx.B?» 


2'.2 


3,.(3+l)4-3,.2.1 


2 


6 


16 


6 


guguBCd* 





2 I .3+2 J .3 





3 


6 





gugx.B*? 


2\2 


2 1 .(l+3)+2 1 .2 I .2.1 


2 


4 


12 


6 


M-W* 





2,.3+2,.8 





3 


6 
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0) 


X 


9, 


9, 


c 


& 


9uG t B? 

g*,G, Bp& 
gieGM^' 


2 l .[4,.2+4 .l] 
2'.2 






3.1 

3^(8—1)+ 3,.9 
3 + 3 -1-2, .2.2 
3+3 


5 
6 
3 










11 

14 

10 

3 


14 

10 

3 




g?.gi,B? 

9u9uB?& 
9U91.BP& 
fr e 9uB?9 l 


2 1 .[5 I .5+5 .3] 
2*.8 






5, .3 

4, .3.2+4,-2.1 

3,.(3+3)+3,.2.2 

2j.3-j"2j.3 


18 

16 

6 




11 

14 

10 

3 


45 

46 

26 

6 


46 

26 

6 





Will man zur Berechnung der Anzahlen für die B enthaltenden Be- 
dingungen die Formeln (6.) und (7.) anwenden, so hat man ein zweistufiges 
System vorauszusetzen, und für dieses die Zahlen £&, g 2e , wp resp. C 2 , 
%9*i 9*e 9 9u> *Pi als bekannt anzusehen. Beispiele fiir die Berechnung ge- 
mäss der Formel (7.) liefert die folgende Tabelle. 







Tabell 


e H. 








P 


Cg 3 — 2.g u 


gu 


xp, 


B 


GM* 


1 











1 


G t G t B£ 


1 











1 


G t gu? 


3 











3 


G t guB? 


3 








1,1 


2 


G t g u B* 


2 








2..1 





Grfle? 


3 





1 





2 


G t g u B? 


2 





1 





1 


G t guB^ 


1 





1 








G t gi P ? 


6 











6 


G t g ip B? 


6 








3,.l 


3 


G t 9t P B , C 


3 








(2,+2,).l 





G>g>? 


8 





3 





3 


G t9l ?B 


5 





3 





2 


G,g>?B* 


2 





2 








c,r 


6 





3 





3 


G,?B 


3 





2 





1 


G t eB* 


1 





1 
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? 


£9,-2-91, 


9u 


xp, 


B 


&.G,? 


6 


1-2.0 








S 


<h,G,B? 


5 


1-2.0 








4 


g*.G,B % 


4 


1-2.0 








3 


gitguP 


21 


3-2.0 








18 


gi,9uBC 


18 


3—2.0 





3..1 


12 


gt,9uB*t 


12 


2-2.0 





2, .2 


6 


giegu? 


60 


21-2.3 








49 


g!<gi.B? 


45 


18-2.3 





i.4,.1 


30 


97tg»BT 


30 


12—2.2 





2, .2.1 


18 


gnguB* 


18 


6-2.0 





3, .2.1 


6 



Die Anzahlen für diejenigen Bedingungen, welche nur aus B und 
den Grundbedingungen von g x und g 2 zusammengesetzt sind, welche also 
weder £ noch & enthalten, lassen sich durch die Formeln (2.) und (5.) 
überhaupt nicht berechnen. Diese Anzahlen liefert aber die folgende, 
auf der Formel (6.) beruhende Tabelle, wo nur die Null werdenden An- 
zahlen ausgelassen sind. 





Tabe 


11 e J. 








c* i 

1 
1 


2-git 


top 


B 


g 7 ,G l B* 


3 








3 


gi*9uB*t9 


6 








6 


9i P guB*$9 


14 








14 


9, G, B%» 


28 


6 





22 


g i guB t C&' 


10 








10 


g,gi P B*?d> 


30 








30 


guB'?&> 


76 


12 





64 


9l r?** 


20 








20 


gieguB* 


6 








tt 


gip 9u B' 


14 








14 


9&B* 


22 


6 





IG 


g t guB*Z9 


10 








10 


g,g ip B 3 £& 


30 








30 


guB't» 


64 


12 





52 


g^B'?»' 


20 




i 





20 
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£» 


2-9u 


top 


B 


9t9uB* 


10 








10 


9t9i P B* 


30 








30 


9uB< 


52 


12 





40 


9 i B*C» 


20 








20 


9iB> 


20 








20 



Die Tabellen A. bis J. berücksichtigen alle in §. 2 eingeführten Be- 
dingungen, wenn wir noch gemäss der Formel (3.) des §. 4 auf alle mög- 
liche Weise eine oder mehrere Bedingungen & durch <J ersetzen. Es ist z. B. : 

Durch die berücksichtigten Bedingungen lassen sich noch manche anderen 
Bedingungen leicht ausdrücken, z. B. die Bedingung d x , welche aussprechen 
soll, dass einer der beiden auf g x liegenden, den beiden Doppelpunkten ent- 
sprechenden Punkte auf einer gegebenen Ebene liegen soll. Für diese 
Bedingung cT, findet man durch Gleichungen, die ähnlich abgeleitet werden, 
wie die in §. 4, entweder 

c?, = 2X-2.g 2 
oder 

Hiernach sind die Anzahlen für die d x enthaltenden Bedingungen leicht durch 
die oben berechneten Anzahlen zu bestimmen. 

Aus den gewonnenen Resultaten ergeben sich durch meine schon in 
§. 6 angewandten Coincidenzformeln des Strahlenpaars auch alle Anzahlen 
für das Gebilde *, welches aus einem einzigen Strahle g und zwei auf 
ihm liegenden, ein-zweideutig zugeordneten Punktreihen besteht. Für dieses 
Gebilde bezeichne £ wieder die Bedingung, dass zwei zugeordnete Punkte 
auf zwei gegebenen Ebenen liegen, und & wieder die Bedingung, dass zwei 
Punkte, die einem und demselben Punkte zugeordnet sind, auf zwei ge- 
gebenen Ebenen liegen. Dann erhält man, analog wie in §. 6 (pag. 328), 
durch Addition von oben berechneten Zahlen die in der folgenden Tabelle 
zusammengestellten Anzahlen. 
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Tabelle K. 

GS 5 «!, G£ 4 # = 2, Cg*y = l, 

g.? = 9, ^,^ = 16, &C 4 #' = 10, &C 3 # 3 = 3, 

&£ 7 = 39, ^# = 60, ^#' = 43, *£^ = 18, 0,5^ = 3, 
^ = 60, &^ = 82, ^' = 57, &£ 4 £ 3 = 26, g,?9* = l, 
^^-312, ^# = 446, ^^^ 2 = 338, ^^d 3 = 284, 

<^# 4 = 60, <7£ 3 £ 5 = 10, 
£>=894, ^^=1164, ^^ = 911, £ 6 # 3 = 526, 

£* # 4 = 220, £ 4 # 5 = 60, £ 3 # 6 = 10. 

Diese Anzahlen fllr das Gebilde <P lassen sich auch direct be- 
rechnen, und zwar durch Formeln, welche aus den Formeln des §. 4 hervor- 
gehen, indem man g x und g 2 als identisch auffasst. 

Beispielsweise übersetzen wir das Resultat £° = 894 in Worte : 
Sind neun Ebenen gegeben, und ihnen einzeln zugeordnet neun andere 
Ebenen, so giebt es 894 mal einen Strahl, welcher von den ersten neun 
Ebenen in neun Punkten geschnitten wird, so dass jedem dieser neun Schnitt- 
punkte zwei auf demselben Strahle liegende Punkte entsprechen, von denen 
der eine immer auf der zugeordneten Ebene liegt. 



§.8, 
Verwandte Probleme. 

Von dem in den voranstehenden Paragraphen gelösten Probleme 
kann man in verschiedenen Richtungen zu neuen, auf ähnliche Weise lös- 
baren Problemen gelangen. Zunächst kann man an die Stelle der beiden 
Geraden g { und g 2 als der Träger der ein - zweideutigen Beziehung irgend 
welche andere Grundgebilde treten lassen, z. B. zwei Strahlbüschel oder 
eine gerade Punktreihe mit einem Ebenenbüschel u. s. w. Die Ausartungen 
der so entstehenden Gebilde stimmen mit den oben besprochenen Ausartungen 
ü) und % hinsichtlich der specieller gewordenen ein-zweideutigen Beziehung 
genau Uberein, wie schon in §. 3 (pag. 316) hervorgehoben ist. Auch die 
Formeln des §. 4 bleiben in diesem Falle dieselben, nur dass bei einem 
Strahlbüschel an die Stelle einer Bedingung g die Summe p + e tritt, wo p 
die Bedingung ausspricht, dass der Scheitel des Strahlbttschels auf einer 
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gegebenen Ebene liegen soll, und e die Bedingung bezeichnet, dass die 
Ebene des Strahlbüschels durch einen gegebenen Punkt gehen soll. 

Complicirter gestalten sich die Probleme, wenn man nicht mehr 
Grundgebilde, sondern Curven, Linienflächen oder Torsen als Träger der 
ein - zweideutigen Beziehung wählt. Setzt man drittens an die Stelle der 
ein -zweideutigen Beziehung die a-ß -deutige Beziehung, so erhält man ein 
Gebilde, dessen Anzahlen von den Anzahlen derjenigen Gebilde abhängen, 
bei denen a und ß kleinere Werthe haben. Beispielsweise hängen von 
den oben berechneten Anzahlen die Ausartungsanzahlen der ein-dreideutigen 
Beziehung ab. Häufig muss man auch den Anzahlen für die allgemeinste 
a-/?- deutige Beziehung die Anzahlen für eine speciellere a-ß- deutige Be- 
ziehung voranschicken, gerade so, wie man zu den Anzahlen der all- 
gemeinen Curve dritten Grades nicht eher gelangen kann, als bis man die 
Anzahlen fiir die Curven dritten Grades mit Doppelpunkt und mit Spitze 
berechnet hat. Z. B. muss der Berechnung der Anzahlen für die allge- 
meinste zwei-zweideutige Beziehung die Berechnung der Anzahlen für die- 
jenige speciellere zwei-zweideutige Beziehung vorangehen, wo immer einem 
Elemente a zwei Elemente b und b' so entsprechen, dass umgekehrt jedem 
der beiden Elemente b und b' ganz dieselben beiden Elemente a und a' 
entsprechen. 

Viertens kann man die Emstufigkeit der Träger der Beziehung ver- 
allgemeinern , also z. B. das Gebilde behandeln, welches aus zwei Ebenen 
(Punktfeldern) so zusammengesetzt ist, dass jedem Punkte der einen Ebene 
a Punkte der anderen Ebene, und umgekehrt einem Punkte der zweiten 
Ebene ß Punkte der anderen Ebene entsprechen. Ist speciell a = 1 und 
ß = 1 , so erhält man bei dieser Erweiterung die von Sturm und Hirst be- 
handelten Gebilde. 

Auf eine fünfte Gruppe von verwandten Problemen kommt man, 
wenn man sich drei Grundgebilde so auf einander bezogen denkt, dass 
durch ein auf dem einen Grundgebilde beliebig gewähltes Element, und 
durch ein auch auf einem zweiten Grundgebilde beliebig gewähltes Element 
auf dem dritten Grundgebilde eine endliche Anzahl von Elementen bestimmt 
wird. Das so entstehende Gebilde würde bei fester Lage der Träger 
durch eine einzige Gleichung zwischen drei Variabein dargestellt werden, 
während das im Vorangehenden behandelte Gebilde sich auf eine Gleichung 
zwischen zwei Variabein bezieht. Diese Problemgruppe behandelt also, 
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kurz ausgesprochen, Grundgebilde, welche a-/?-y-deutig, dann weiter a-ß-y-d- 
deutig und so fort, auf einander bezogen sind. Für die Bedingung der 
a-/3-y-Deutigkeit ergiebt sich (§. 1) sehr leicht die Dimension: 

a.ß.y+a.ß+a.y+ß.y+a+ß+y. 

Derartige Probleme scheinen noch nirgends behandelt worden zu sein, selbst 
nicht das Problem der Ein-ein-ein-Deutigkeit. 

Hamburg, Mai 1879. 
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Integration einiger linearen Differentialgleichungen, 

(Von Herrn Simon Spitzer in Wien.) 



IN ach den von Kummer und Lobatto *) gegebenen Resultaten wird die 
Riccathche Differentialgleichung 

(1.) y" = x m y 

für alle Werthe des Exponenten m, welche ausserhalb der Grenzen und 
—4 liegen und auch mit diesen Grenzen nicht zusammenfallen; durch die 
Formel : 



m m 

2tlX 2 fn+4 _ . 2ttX* m 



(2.) y = C x f* l e '"+' (1-u 7 ) 2m ^du+C 2 xf^e ~ w '+ 2 (1-w 2 ) 2w+4 tfw, 

-i -i 

in welcher C x , C 2 willkürliche Constanten bedeuten, integrirt. Diese Inte- 
gration wird leicht dadurch verificirt, dass man aus der rechten Seite von 
Gleichung (2.) den Ausdruck y"—x m y bildet und bemerkt, dass die in diesem 
Ausdruck unter den beiden Integralen stehenden Grössen sich als Diffe- 
rentialquotienten elementarer Functionen von u darstellen lassen. Auf diese 
Weise gelangt man zu der Gleichung: 

m 

_i_o ÜL_ir ^ uxi m +i 

y"-x"y = -Cr^p-x^ [e *+* (1-«')" Ä+T ] , 
(3.) < - +1 

m _ 2ux' 2 m-j-4 



-C 2 .-^p..r 2 [e "+' (1— t» a ) a -+*J , 



deren zweiter Theil unter den für m vorausgesetzten Grenzen verschwindet. 

Ich verallgemeinere das in (2.) angegebene Integral dadurch, dass 

ich jedes der zwischen den Grenzen —1 und +1 genommenen Integrale 

in zwei Integrale theile, deren Grenzen beziehungsweise 0, +1 und 0, — 1 

*) Kummer in diesem Journal Bd. 12, 1834, Lobatto ebendaselbst Bd. 17, 1837. 
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sind; indem ich jedes dieser Integrale mit einer besonderen Constante 
multiplicire, gelange ich zu dem Ausdrucke 

m 
2ua? 2 _ m+4 

y = A x f +1 e m+i {l-ir)~ li; * T du+A i f~ e m+2 (1-^f 1S ** du 

II 



(4.) 



2uz* +l 
+ 1 e -+* (l_ tt ') 


m+4 
2m+4 


-+i 
J 2ux* * 

+ e m+ ' 2 (l-« 2 ) 


m 


Sm+4^ 



2t«: 2 m 



+ A 3 xf + e m+i (1-«') < m "du+A t xf~ e "%,(!-«') lm+ *rf«. 



I) 



in welchem ^, .4 2 , 4>, A A von einander unabhängige willkürliche Con- 
stanten bedeuten, und es kommt nun darauf an, die Differentialgleichung 
vierter Ordnung zu bestimmen, von welcher (4.) das Integral ist. 

Indem man genau den zur Verification des Integrals (2.) einge- 
schlagenen Weg nimmt und aus (4.) den Ausdruck y"—x m y bildet, gelangt 
man zu dem Resultate 



m 
m .. _ 2UX 2 T« 



y"-x m y = 



-At^-x* ~\e m+l (l-« , ) , -' +4 J 1 

m 
I IO m 2ux 2 m , 

L^p.* 2 [e "'+ 2 (l-« , ) , - +4 l 



-+i 

m _ 2tW5 2 m+4 



I (y "* |- «*•*•« ffi- y-r _| 



-+1 

m _ 2uX 2 m+4 



\ 



_^ 4 JÜ+i x5 [«f^Ml-«') *"+*], ', 



d.h. 



tf"-*"? = ■ !! ~-x 2 1 \A l +A i +{A 3 +A,)x 



Der Ausdruck (4.) gentigt daher der Differentialgleichung vierter Ordnung: 

(5.) £(J^) = 0. 

X 2 

Man kann noch bemerken, dass, wenn man zwischen den Constanten A ent- 
weder die Relation ^4 3 +^4 4 = oder A x +A 2 = festsetzt, der Ausdruck (4.) 
einer Differentialgleichung genügt, deren Ordnung sich auf die dritte er- 
niedrigt. Es ergiebt sich nämlich für A z + A^ = die Differentialgleichung 

d f y"— ~ m 



c-h?-) = °- 



dx 

x 2 
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dagegen für A x +A 2 = die folgende : 



t_ ( jCzOL) _ o. 



dx 

x 



Ich gehe jetzt zu zwei Fällen der Ätccafe'schen Differentialgleichung 
über, für welche m innerhalb der Grenzen und — 4 liegt, und für welche 
daher die in (2.) gegebene Integration nicht mehr gültig ist. Es sei zuerst 
m = — 1. In diesem Falle habe ich in meinen 1860 erschienenen Studien 
über die Integration linearer Differentialgleichungen Seite 43 folgendes 
Resultat angegeben: 

Die Differentialgleichung 

(6.) xy"-y = 
wird durch den Ausdruck 

(7.) y = C x xf + \ x (u)du+cJ +2 f 2 (u)du 9 

—1 —2 

integrirt, in welchem 

A(«) = ^*(« ? -4)*, 

f,(u) = ^ l(w )ja ; log[(fi 2 -4) } /a ; ]+-?y^|, 

und C„ C 2 willkürliche Constanten bedeuten. 

Dies Resultat wird auf dieselbe Weise, wie das frühere, verificirt. 
Denn setzt man 

Vl (u) = e wV *(y-4)*, 

<p 2 («) = ( Pi (u).xlog[(u 2 -4:)}fx] + (2u^-l)e uVx (u 7 -^ 1 
so ergiebt sich aus (7.) 

xy"-y = iC ix [ Vl («C +* -£ fa WC = °- 

Verallgemeinert man das Integral (7.), indem man 

[y = A x xJ fiitfdu + AixJ fi(tt)du 

(8.)' , n r _ 7 

+ A 3 J f 7 (u)du+At J /!(«)*» 



I) 



setzt, so ergiebt sich nun auf demselben Wege 
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d.h. 
xy"-y = 2(A l +A i )^x.tt+ *> + *l- (-4glog(-4)-2slogg-l), 

2yx.y — 1 

woraus man mit Leichtigkeit für y die Differentialgleichung vierter Ordnung : 

(9.) {\-2x)1x^[(xj'- 9 )1x^ = 

herleitet. 

Auch diese Differentialgleichung erniedrigt sich auf eine Differential- 
gleichung dritter Ordnung für A Z +A A = 0. In diesem Falle gentigt nämlich 

(8.) der Differentialgleichung 

d 



dx 



C- 5 ^-) = «• 



Ganz analog lässt sich der Fall m = — 3 behandeln. In diesem 
Falle wird, wie ich gezeigt habe, die Differentialgleichung 

(10.) x*y"-y = 
durch die Formel 

(11.) y = Cif* 7 FMdu+C 2 f+ 2 F,(u)du 9 

—2 -2 

u 

F,(«) = «•*(«* -4)», 

F 7 {u) = F 1 {u)\log- 7i -+-j =r -\ 
integrirt. Setzt man nämlich 

V 

*!(«) = e 11 (tt , -4)*, 

*,(«•) = *,(«). log -^^i + e r *(« ? - 4)» (2«J'x-*), 
so ergiebt sich 

Betrachtet man nun den Ausdruck 

(12.) y = A x j* F x (u) du + A^f^F, («) da + A 3 f*F 2 (u) du + A^f' F 7 (n) </*, 

O U 
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so ergiebt sich 

oder 

^=S- = 2(^.+A)lCI+(A+il 4 )(»C4log^i--^ T ), 

woraus man für den durch (12.) definirten Ausdruck y die Differential- 
gleichung vierter Ordnung 

(13.) . ( ._^(-$X)-,£(<££.) - 

ableitet 

Wien, im März 1879. 
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